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Enoncés

Séries entieres

Rayon et domaine de convergence

Exercice 1 [00971] [correction]
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres

2
1
) Y e

Exercice 2 [03054] [correction]
Déterminer le rayon de convergence de

a) Zn!z" b) Z <2:> 2"

n=0 n=0

o S By S0 (R v) 2

13
n>0( ) n>0

Exercice 3 [00972] [correction]
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres

Exercice 4 [00973] [correction]

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes : > d(n)z" et
n>1

> s(n)z™ ou d(n) et s(n) désignent respectivement le nombre de diviseurs

n>1

supérieurs a 1 de I’entier n et la somme de ceux-ci.

Exercice 5 [00974] [correction]
Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence R.
Déterminer le rayon de convergence de la série entiered_ a, 2",

Exercice 6 [00975] [correction]
On suppose que {/|a,| — ¢ € Rt U{+oo}. Déterminer le rayon de convergence de

danz™.

Exercice 7 [00976] [correction]
Soit > a, 2™ une série entiére de rayon de convergence R. On pose

Qnp

b, = ———
" 1+ |ay|

et on note R’ le rayon de convergence de > b, 2".
a) Montrer que R’ > max(1, R)

b) Etablir que si R’ > 1 alors R’ = R.

c¢) Exprimer R’ en fonction de R.

Exercice 8 [00977] [correction]

Soient Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R et zy € C. On
n=0
suppose que Y an,z{ est semi-convergente. Déterminer R.
n>=0

Exercice 9 [00978] [correction]
Montrer que pour tout « € R les séries entiéres Y a,2™ et Y n%a,2z" ont méme
rayon de convergence.
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Exercice 10 [00979 ] [correction]

Soient > a,z™ et Y b,z™ deux séries entiéres de rayon de convergence R, et Rj.
On suppose que pour tout n € N, a,b,, = 0.

Montrer que le rayon de convergence de > (ay, + by,)z" est R = min(R,, Rp)

Exercice 11 Mines-Ponts MP [ 02841 ] [correction]
On note a, la néme décimale de /3.

+o00o
Quel est l'intervalle de définition de Y a,a™?

n=1

Exercice 12 Mines-Ponts MP [ 02842 ] [correction]
Quel est le rayon de convergence de Y wVni+2ng2n 7

Exercice 13 Mines-Ponts MP [ 02843 ] [correction]

cos(na) ..n 9
— T !

Soit o € R. Quel est le rayon de convergence de
n>1

Exercice 14 Mines-Ponts MP [ 02846 | [correction]
Soit, pour n € N, a,, = Rayon de convergence et somme de la série

+oo
entiere Y apz™.
n=0

1Xx3x-- (2n+1)'

Exercice 15 Mines-Ponts MP PC [ 02855 ] [correction)]

Pour n € N*, on pose
+OO n
1, = / et dt
1

a) Déterminer la limite de (I,,).

b) Donner un équivalent de (I,,).

¢) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de terme général I,,a".

Etudier sa convergence en R et en —R.

Exercice 16 [03016] [correction]
Soit

1
1) = [ o0 o
0
a) Calculer I(p,q).

b) La série de terme général u,, = I(n,n) est-elle convergente ou divergente ?
¢) Donner le domaine de définition de > u,z™

Etude de la somme d’une séries entieres

Exercice 17 [00980] [correction]
Soit > anz™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme f.

a) Exprimer Z az,2?" en fonction de f pour |z| < R.

n=0
+oo
b) Méme question avec Y. az,z>".
n=0

Exercice 18 [ 00981 ] [correction]
Soit

+o0
= Z anx"
n=0
la somme d’une série entiere de rayon de convergence 1.
On pose pour tout n € N

nfzaketg anx

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere définissant g.
b) Pour tout = € ]—1, 1], exprimer g(x) en fonction de f(x).

Exercice 19 [o09s82] [correction)]

n
= Y aj et on suppose
k=0

Soit (a,) une suite de réels strictement positifs. On pose S,

Sp — +oo et a, /S, — 0

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres Y a,z™ et > S,z™ puis
n=0 n=0
former une relation entre leur somme.

Exercice 20 [00983] [correction)]
Soit (a,) une suite non nulle et T' périodique (avec T' € N*).
a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere > a,z"

n=0
nT—1 “+o00
b) Simplifier > axz*. En déduire que Y a,z" est, pour tout = € |1, 1], une
k=0 n=0

fraction rationnelle en z.



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 17 janvier 2011 Enoncés 3

Exercice 21 [00984] [correction]

+o0
Soit S(z) = > a,a™ de rayon de convergence R > 0.

n=0
On suppose qu'’il existe @ > 0 tel que sur [0, a] on ait S(x) = 0.
Montrer que S = 0.

Exercice 22 Mines-Ponts MP [ 02844 ] [correction]

a) Soit (ay,) une suite complexe. On suppose que Y a,z™ a pour rayon de

convergence R. Déterminer les rayons de convergence de Y (a, Inn)z™ et
n

> (an > ,i)x"

+oo
b) Donner un équivalent simple de Y Innz™ quand @ — 1~
n=1

Exercice 23 Mines-Ponts MP [ 02854 ] [correction]

o0
Soit une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > 0 et de somme f(z).

n=0
1.5 .
a) Montrer que pour 0 < r < R, 3. |an|* r2" = L f027r ’f(re“g)’Q dé.
n=0
)

b) Que dire de f si |f| admet un extremum local en 07
¢) On suppose maintenant que R = +oo et qu’il existe P € Ry [X] tel que
|f(2)| < P(]z|) pour tout z complexe. Montrer que f € Cy [X].

Exercice 24 Mines-Ponts MP [ 02856 ] [correction]

Soient B = {z € C, |z| < 1} et f une fonction continue de B dans C dont la
restriction a B° est somme d’une série entiere. Montrer qu’il existe une suite
(Pr)k>0 de polynéme convergeant uniformément vers f sur B.

Exercice 25 [03067 ] [correction]
Soit (uy,) une suite réelle bornée et pour n € N

n
Sn == E Uk
k=0
a) Quels sont les rayon de convergence des séries entiéres

S gn op 30 Sy
n! n!

b) On note u et S leurs sommes respectives. Former une relation entre S, 5" et u'.
¢) On suppose que la suite (S,,) converge vers un réel £. Déterminer

lim e *S(x)

r— 400
d) Dans cette question, on choisit u,, = (—1)"™. Déterminer

lim e *S(x)

r——+00

Exercice 26 Centrale PC [ 03201 ] [correction)]

Soit
+oo 1
f Y A d nEZI sin (ﬁ) z"

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere définissant f.
b) Etudier la convergence en —R et en R.

c¢) Déterminer la limite de f(x) quand x — 1~

d) Montrer que quand  — 1~

(1—z)f(x) =0

Continuité en une extrémité de D’intervalle de
convergence

Exercice 27 [03245] [correction]
Soit > a,x™ une série entiére de rayon de convergence R = 1 avec

vneN,a, >0
Pour z € |1, 1], on pose

+oo
S(z) = Z anz”
n=0

et on suppose que la fonction S est bornée.
a) Montrer que la série Y a,, est convergente.
b) Montrer que

r—1—

—+oo
lim S(z) = Z an
n=0
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Exercice 28 [03246] [correction]
Soit Y~ a,x™ une série entiere de rayon de convergence R = 1 et de somme

+oo
ze]-1L1[— f(z)= Zanz"
n=0

On suppose que la série numérique Y a,, converge, montrer que la fonction f est
définie et continue en 1.

Exercice 29 Centrale MP [ 03244 ] [correction]
Soit f la fonction somme dans le domaine réel d’une série entieére » | a,a™ de
rayon de convergence R = 1.
On suppose l'existence d’un réel

(= lim f(z)

r—1—

a) Peut-on affirmer que la série numérique 3 a,, converge et que sa somme vaut £ ?
b) Que dire si 'on sait de plus a, = o(1/n)? [Théoréme de Tauber]

Equivalent en une extrémité de !’intervalle de
convergence

Exercice 30 [o03068] [correction)]
Soit I I’ensemble des réels z tels que la série entiere

+oo
Z In(n)z"™

n=1

converge. On note f(x) la somme de cette série entiére.
a) Déterminer I.
b) On pose

1

1
a1=—letan:—ln<1—>—pourn>2
n n

Déterminer le domaine de définition de

—+o0
g:x— E anpx”
n=1

¢) Trouver une relation entre f et g.
d) Donner un équivalent de f(z) quand = — 17.
e) Donner la limite de f(z) quand z — —17

Exercice 31 Mines-Ponts MP [ 02853 ] [correction]

On pose
o0 tht
an = —-dt
A
pour n € N*,
—+o00
a) Etudier la convergence de la série > a,z"entiére pour x réel.
n=1

On note f(x) la somme de cette série entiére.
b) La fonction f est-elle continue en —17
¢) Donner un équivalent simple de f en 17.

Exercice 32 Mines-Ponts MP [ 02852 ] [correction]
Domaine de définition et étude aux bornes de

00 1
> (142 )
n=1 n

Exercice 33 [ 00985 ] [correction]

Soient Y anx™ et Y bya™ deux séries entiéres de sommes respectives f(z) et g(z)
avec pour tout n € N, b,, > 0.

On suppose que le rayon de convergence de > b,z™ est R et que cette série
diverge en R.

a) On suppose que a,, = o(b,). Montrer que f(z) = o(g(z)) quand = — R™.

b) On suppose que a,, ~ b,. Que dire de f(x) et g(x) au voisinage de R?

Exercice 34 Centrale MP [ 02452 ] [correction]
Soit (p,) une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que n = o(py,).
On pose

—+o0

flx)=) b

n=0

a) Donner le rayon de convergence de la série entiére Y 2P et étudier la limite de
(1 —=x)f(x) quand z tend vers 1 par valeurs inférieures.
b) Ici p, = n? avec g € N et ¢ > 2. Donner un équivalent simple de f en 1.
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Exercice 35 Centrale MP [02483] [correction]
Soit a > —1.
a) Donner le rayon de convergence R de

+oo
falz) = Z n%z"
n=1

On désire trouver un équivalent de f,, lorsque z — R™.
b) On suppose que « est un entier p.

Calculer fy, fi. Donner avec un logiciel de calcul formel ’expression de fo, ...

Trouver les équivalents recherchés.
Montrer qu'il existe @, € R[X] tel que

fola) = 2

(1 —a)ptl

(on calculera f;). En déduire I'équivalent recherché.
¢) On suppose a > —1 quelconque.
Donner le développement en série entiere de
1
(1—z)lte

On notera b, ses coefficients.

7f5'

Montrer qu’il existe A(a) > 0 tel que n® ~ A(a)b,,. On étudiera la nature de la

série de terme général
(n+ 1)~ n®

| —In—
" bn+1 " bn
En déduire que f,(x) est équivalente &
A)
(1 —x)lte

quand x tend vers R™.

Fonctions développables en série entiere

Exercice 36 [00992] [correction]
Soient a > 0 et f: [—a,a] — R de classe C* pour laquelle il existe 4, K > 0
vérifiant pour tout n € N

< KnlA™

oo

H £

Montrer que f est développable en série entiére en 0.

Exercice 37 Centrale MP [03303] [correction)]
Soit f:]—R,R[ — R (avec R > 0) de classe C* vérifiant

Vn € N,Vax € [O,R[,f(")(x) >0

Montrer la convergence de la série

5= Lo

pour tout z € |—R, R|.

Exercice 38 [00993] [correction]

[Fonction absolument monotone]

Soit f : R — R de classe C* telle que f™ >0 pour tout n € N.
Montrer que f est développable en série entiere en 0.

Exercice 39 [00994] [correction]
Soient a > 0 et f :]—a,a] — R de classe C* telle que (™ > 0 pour tout n € N.
Montrer que f est égale a la somme de sa série de Taylor en 0.

Exercice 40 Mines-Ponts MP [ 02851 ] [correction]
Soient a > 0 et f € C*(]—a,a[,R) telle que

Vn e N,Va € |—a,al, f™(z) >0
a) Si |z| < r < a, montrer

n+1

" fk)
) - 32100

T
gf
r

b) Montrer que f est développable en série entiére sur |—a, af.
¢) Montrer que = — tanz est développable en série entiére sur |—7/2, 7/2[.

Exercice 41 Centrale MP [ 03302 ] [correction]

Etablir que la fonction
1

N
1 — shx

est développable en série entiere et préciser le rayon de convergence.

T
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Développement en séries entieres

Exercice 42 [ 00986 ] [correction]
Former le développement en série entiére en 0 de la fonction

z +— In(2? — 5z + 6)

Exercice 43 [00987 ] [correction]
Former le développement en série entiére en 0 de la fonction

x»—>ln($2+x+1)

Exercice 44 [o00988 ] [correction)]
Soient a,b > 0 avec a # b.
Calculer ¢, le néme coefficient du développement en série entiére en 0 de

+o0

1 : 2,..n

xXr = m. EXprlmer E Ocn.'I,' .
n=

Exercice 45 [00989 ] [correction]
Pour ¢ € ]0, 7], former le développement en série entieére en 0 de la fonction

1— 22

T —
1 —2xcost + x2

Exercice 46 [00990 ] [correction]

Former le développement en série entiere de 171_“0“

2z cos t+2z2 pour

Exercice 47 [o00991 | [correction]
Pour « € ]0, x], former le développement en série entiere en 0 de la fonction

(%

1
f:x+— arctan (1+x tan )

—x 2

Exercice 48 Centrale MP [ 00995 ] [correction]
Réaliser le développement en série entiere en 0 de x — froo 7 dt et reconnaitre

ot
cette fonction.

|z] < 1ettel0,n]

Exercice 49 [00937] [correction]
Former le développement en série entiére en 0 de

+o0 5
x»—»/ e ' sin(tx) dt
0

a) en procédant & une intégration terme a terme.
b) en déterminant une équation différentielle dont la fonction est solution.

Exercice 50 Mines-Ponts MP [ 02848 ] [correction]
Pour z € |—1,1] et « € R, établir

“+o0 n .
. xsin o
— sin(na) = arctan | ————
n

(]

1—xcosa
n=1

Exercice 51 Mines-Ponts MP [ 02857 ] [correction]

7 s . 3N xT
Développer en série entiere x — f_oo @iﬁ'

Exercice 52 Mines-Ponts MP [ 02858 ] [correction]

Développer en série entiere f : x +— v/ x + /1 + x2 au voisinage de 0.

Exercice 53 Mines-Ponts MP [ 02859 ] [correction]
it _ oy~ @F ] o et
et — > | <

k=0

=N (n+1)!
b) Soit f € CO(R,R) telle que ( _+:OO [t |f ()] dt)n>0 soit bornée.

=

a) Montrer, sit € R :

Montrer que F' : x — fj;o e’ f(t) est développable en série entiere en 0.

Exercice 54 X MP [ 02975 ] [correction]
Etant donné une suite complexe (a,)nen+ de carré sommable, on pose
o0
f(t) = > ;= ou la variable t est réelle.
n=1
a) Préciser le domaine de définition de f.
b) Montrer que f est développable en série entiére autour de 0.
¢) Montrer que si f est identiquement nulle sur [—1/2,1/2], la suite (ay,)nen+ est
identiquement nulle.
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Sommation de séries entieres Exercice 61 Centrale MP [ 02448 ] [correction)]
Pour n > 0, on pose
Exercice 55 [ 00996 ] [correction] a, = /W/4 tan™ ¢ dt
Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entieres : 0
a) 3 (=1)"na® b)) 3 mhian a) Trouver la limite de (a,).
n=0 n=>0 b) Trouver une relation simple entre a,y2 et a,.
c¢) On pose
un(x) = dn yn
Exercice 56 [00997] [correction] ne
Donner la nature de la série de terme général u,(z) en fonction de z et de a.

—n"
Soit f:x+— 2} PGS d) On pose

a) Déterminer l'intervalle de convergence de f. =
b) Exprimer la fonction f & laide des fonctions usuelles sur |—1, 1] Z On

¢) Calculer f(1) et f(—1).

Exprimer f a l’aide des fonctions usuelles.

Exercice 57 [0099s ] [correction] Exercice 62 Centrale MP [ 02449 ] [correction]

Rayon de convergence et somme de Y ("'Hzlﬁx” Soit (ay) la suite définie par
n=0

1 1n—1
aozletan:a/o H(t—k)dtpournEN*
. . k=
Exercice 58 [ 00999 ] [correction] 0
Rayon de convergence et expression fonctionnelle de > ;:—_;1 a) Rayon de convergence de ) a,z".
n>0 b) Somme de > apz”

Exercice 59 [ 01000 ] [correction] Exercice 63 Centrale MP [ 02454 ] [correction]

—+oo
Rayon de convergence et expression fonctionnelle de la série entiere Convergence et calcul de la série entiere > a,z™ ot a, = fo 2)ndt.
n=0
> G
2n+1 . .
nz0 Exercice 64 Centrale MP [ 02482 ] [correction]
On considére les sommes :
_ 1 1 1 1 1
Si=rgtrrtoat &S =rn3metom
Exercice 60 [o1001 ] [correction] a) Calculer la premiére somme avec Maple. Constater qu’il ne calcule pas la
Rayon de convergence et expression fonctionnelle de la série entiere deuxieme.
b) On cherche & calculer Sy. On note a,, le terme général de cette série.
z Calculer le rayon de convergence R de > a,z"
4n2 — 1 n,4dn+1 n_4n+3
n>0 c¢) Exprimer Z % et Z 12n+3 pour x € |-R, R|.

n=0
d) Exprimer Sg a ’aide d’une intégrale que ’on calculera avec Maple.
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Exercice 65 Centrale MP [ 02484 ] [correction]

a) Décomposer
1

1— X6

T dt
o 1—16

quand cette intégrale est bien définie.
¢) Calculer, pour z € )0, 1],

en éléments simples sur R.
b) Calculer

+oo s
;6714-1

d) Que vaut

Exercice 66 Mines-Ponts MP [ 02845 ] [correction]
q de 1 too p2ntl
Rayon de convergence et somme de la série entiere Zo STT

n=

Exercice 67 Mines-Ponts MP [ 02847 ] [correction]

a) Déterminer le rayon de convergence R de ) 155
n=0
b) Pour x € |—R, R[ calculer la somme précédente.

n! o
><(2n+1)

Applications des développements en séries entieres

Exercice 68 [o01002] [correction]
a) Montrer que la fonction z + S22
R.

b) Montrer qu’il en est de méme de la fonction x —

se prolonge en une fonction de classe C*° sur
sin x

er—1

Exercice 69 [01003] [correction]
Montrer que Va > 0,

En déduire les sommes

+oo
—1)"
Zuet
n+1

n=0

Exercice 70 [01004] [correction]

Z(l

Montrer que fo In( 1+w)d

Exercice 71 [01005] [correction]
Montrer que

/1 arctanxdx _ f (=)™
0 x — (2n+1)?

Exercice 72 [01006] [correction]
_1)’7’,

)nl

+oo n
y o
o 2n+1

Montrer que Z D) = fol arctan z dz.

En déduire la valeur de cette somme.

Exercice 73 [01007 ] [correction)]

a) Développer en série entiere en 0 la fonction arcsinet préciser le domaine de

convergence.
b) En étudiant

/2
/ arcsin(sin(t)) d¢
0

déterminer
+oo 1

kz:%@kﬂ)

Exercice 74 [o01008] [correction)]

Observer que pour tout = € |—1,1], f

5 puis

+001

/2 In(14x sin? f)dt

sin? t

k2
=1

r(vVI+a—1).
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Exercice 75 [01009] [correction]

a) Montrer que
+oo
1 1
S (G -m(14+-
7 n=1 <n " < * n))

ou vy désigne la constante d’Euler.
b) En déduire que

+oo ok
=3 S haw)
k=2

Exercice 76 [01010] [correction]
a) Former le développement en série entiére en 0 de

P S
(1—a)(1—2?)

b) Soit (u,) € CN vérifiant

Vn €N, Up+3 = Upt+2 + Unt1 — Up

Exprimer le terme général de la suite (u,,) en fonction de ses premiers termes.

Exercice 77 Centrale MP [o01011] [correction]
On pose ag = 1 et pour tout n € N,

n
Ap4+1 = § Ap— KAk
k=0

a) Donner une formule permettant de calculer
+oo
S(x) = Z anz"”
n=0

b) Calculer S(x).
¢) Calculer les a,.
d) Donner un équivalent de la suite (a,).

Exercice 78 Centrale MP [ 02451 ] [correction)]

On note N(n,p) le nombre de permutations de [1,n] qui ont exactement p points
+oo

fixes. On pose en particulier D(n) = N(n,0), puis f(z) = > %m".
n=0

a) relier N(n,p) et D(n — p).

b) Justifier la définition de f sur |—1,1[ puis calculer f.

c¢) Calculer N(n,p).

d) Etudier la limite de (N (n,p)) quand n tend vers +oo.

Exercice 79 Mines-Ponts MP PC [ 02849 | [correction]
Sin > 1, soit I,, le nombre d’involutions de {1,...,n}. On convient : Iy = 1.
a) Montrer, si n > 2, que

In=1, 1+ (n - 1)In—2

b) Montrer que Y. Ixa™ converge si z € ]—1,1[. Soit S(z) sa somme.
n=0
¢) Montrer, pour z € |—1,1[, que

§'(x) = (1+2)S(x)

d) En déduire une expression de S(z) puis une expression de I,,.

Exercice 80 Mines-Ponts MP PC [ 02850 ] [correction]

n
On pose ag = 1 puis apy1 = Y,

k) an—rag. Calculer les a,, en utilisant la série
k=0

entiere de terme général J5x".

Exercice 81 Mines-Ponts MP [ 02422 ] [correction]
a) Déterminer la décomposition en éléments simples de

1
(X+1)mX-1n

avec m,n deux entiers non nuls.
b) Déterminer deux polynémes U et V tels que

(X +1)"U(X)+ (X —1)"V(X) =1
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Exercice 82 Centrale MP [ 03074 ] [correction]
Soit une série entiére Y a, 2™ de rayon de convergence R > 0.
a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

(275
>t
n!

On pose dong, pour ¢t dans R,

“+oo

IOED =S
n=0

b) Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour tout z > r, t — f(t)e”** soit intégrable
sur [0, +o0o[ et exprimer cette intégrale sous forme de série entiére en 1/x.

Exercice 83 Centrale MP [ 03106 ] [correction]
Soient a € 10, 1] et f,, définie sur I = ]—o00,1/a[ par

n

fnl@) = H 1 —laiac

i=1

a) Pour a = 1/2, tracer, avec Maple, les courbes des fonctions f,, pour n € [1,10]
sur [—3, 2[ pour observer le comportement de la suite.

b) Montrer que fig0 est développable en série entiére au voisinage de 0 et donner
les valeurs des 20 premiers coefficients de ce développement.

¢) Pour a quelconque, montrer que (f,,) converge simplement sur I vers

flo) = H 1 —1aix

i=1

Trouver une relation simple entre f(x) et f(ax).
d) Montrer 'existence et 'unicité d’une fonction g développable en série entiere
vérifiant

g(0)=1etVz e I,g(ax) = (1 —ax)g(x)

e) Montrer que f est développable en série entiére et exprimer, avec Maple, les
coeflicients de ce développement en fonction de a.

Exercice 84 [00131] [correction]
Soit f:[0,1] — R une fonction continue.

a) Déterminer la limite de la suite de terme général

Up = /01 nt" f(t) dt

b) Déterminer la limite de

1
Up :/ nln (1 4+¢") f(¢)dt
0

Exercice 85 Mines-Ponts MP PC [ 02865 | [correction]
Etudier la limite de la suite de terme général

1
I, = n/ In(1+¢")dt
0

Exercice 86 Mines-Ponts MP [ 02808 ] [correction]

Calculer
+oo
Z 1
= (3n+2) x 3»

Séries entieres et équations différentielles

Exercice 87 [01013] [correction)]

Soient p € N et
=X (n+p
fm=2< z"

n=0 p

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere définissant cette fonction.
b) Calculer f(x) en étudiant (1 — z)f'(x).

Exercice 88 [01014] [correction] .

Soit f définie sur |—1,1[ par f(z) = Vst

a) Justifier que f est développable en série entiére sur |—1, 1[.

b) Montrer que f est solution de 'équation différentielle (1 — 22)y’ — zy = 1.

c¢) Déterminer le développement en série entiere de f sur |—1,1].
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Exercice 89 [o01015] [correction]
Former le développement en série entiere en 0 de la fonction

arccos

VAR

fixe

Exercice 90 [o1017] [correction]

Soient o € R et f: x + cos(aarcsin x).

a) Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 dont f est solution.
b) En déduire un DSE de f.

Exercice 91 [o1018] [correction]
Former le développement en série entiere en 0 de = — sh (arcsin x).

Exercice 92 Mines-Ponts PC [ 01019 ] [correction]
Former de deux fagons le développement en série entiere en 0 de

x
f:xHe_Iz/ e’ dt
0

En déduire la relation

" (-1)F [n 2n\  4m
§2k+1<k><n)(2n+1)

Exercice 93 Centrale MP [ 02481 ] [correction]

On considére une suite réelle (uy,)n>o vérifiant w40 = (n+ 1)up41 — (0 + 2)u, et
Ug = U1 = -1

a) Calculer, avec un logiciel de calcul formel, les 10 premiers termes de la suite.

—+oo
b) On pose f(z) = > upz™. Trouver f & l'aide d’une équation différentielle.
n=0

+oo
c) On pose g(z) = > “#a". Trouver g & I'aide d'une équation différentielle.
n=0
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
a) un(z) = "31'1 . Pour tout z # 0, ui"ﬁiéz()z) — L;)‘ donc R = 3.

b) un(z) = 2", Pour tout z € C, n2u,(z) — 0 donc R = +o0.

¢) un(z) = 222" Pour tout z # 0, "Z:(lz()z) = ln(lztl) (nil 2|* — |2|? donc
R=1
d) u,(2) = 2rz%". Pour tout z # 0, “”*EZ()Z) (”:ﬁ) |z)* — e|z|* donc
R=e"1/3
Exercice 2 : [énoncé]

Un1(2)

a) un(z) = nlz™. Pour tout z # 0, =(n+1)|z| = 400 donc R =0.

Un (%)

b) u,(2) = 2™. Pour tout z # 0, uu:(lz(f) = (zn?fi(f)ﬁﬂ) |2] — 4|z| donc
R=1/4.

c) un(z) = E3 752", Pour tout 2 # 0, "”:(12()2) (3"+3)§i1'§)(3"+1) |z| — 27|z|
donc R =1/27.

In(n+1) ln n

T T S Rl
1n(n+1 _lnn _ __Inm In(1+1/n) =~ Inn
V n+1 \/> n — n(n+l) + n+1 n? -

71> or

exm™ 1 donc ™
Par suite R = 1.

Exercice 3 : [énoncé]
a) Posons
si m est un carré

sinon

_J1
an =19

(an) ne tend par vers 0 donc R < 1 mais (a,) est borné donc R > 1. Finalement
R=1

b) Posons a,, = sinn.

(an) ne tend par vers 0 donc R <
R=1.

c) Posons a,, = (sinn)/n?.

(ar) est bornée donc R > 1

Pour |z] > 1, la suite (2% |z|") ne tend pas vers 0 car la suite (sinn) ne tend pas
vers 0. On en déduit R < 1 et finalement R = 1.

1 mais (a,) est borné donc R > 1. Finalement

Exercice 4 : [énoncé]

d(n) /~0 donc Rg < 1d(n) < n et le rayon de convergence de > nz™ étant égal &

n>1
1. On peut conclure Ry = 1.

SL+24--+n

1 on a aussi Ry >

De méme, en exploitant s(n) /0 et s(n) = TL("T'H) ona R, =1.

Exercice 5 : [énoncé]

Notons R’ le rayon de convergence de Y a,, 2"

Pour |z| < VR, |2?| < R et donc 3 a,(2%)" =3 a,2>" est absolument
convergente.

Pour |z| > VR, |z
divergente.

On en déduit R’ = VR.

(22)" = 3" a,2%" est grossiérement

Exercice 6 : [énoncé]

Pour z # 0, on observe que {/|a,z"| — £|z|. Or il est connu que pour Y u, série
a termes positifs, si {/u, — m € [0, 1] alors la série converge et si {/u, — m > 1
alors la série diverge (ce résultat s’obtient par comparaison avec une suite
géométrique).

Si £ =0 alors Vz € C, {/|apz™| — 0 donc ) a,z™ converge en z et donc R = +o0.
Si ¢ €]0,+oo] alors Vz € C tel que |z| < 1/¢, > a,z™ converge tandis que pour

|z| > 1/¢, 5" a,z™ diverge. On en déduit R =1/¢

Si ¢ =400 alors Vz € C*, > a,2" diverge.

Exercice 7 : [énoncé]
a) On a |b,| < |ay| donc R' > R. On a |b,| < 1donc R > 1
b) Si R’ > 1 alors b, — 0 et puisque |b,| = 1+|;‘| i
an = O(|by|) donc R > R'.

Par suite R = R’ d’ott R’ = max(1, R).

c) Si R =1alors 1 > R et R =max(1, R).

b .
donne |a,| = 1'7";)' 7, on obtient

Exercice 8 : [énoncé]

Par la convergence de Y anzf§ on a déja R >
n=0

convergence en zy ce qui est exclu par hypothése. On conclut R = |zg|.

|z0|- Si R > |z0| alors il y a absolue
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Exercice 9 : [énoncé]

Posons b, = n“a,, et comparons R, et R;.

Pour a =0 : ok

Pour a > 0 : a,, = o(b,,) donc R, > Ry.

Pour z € C tel que |z| < R,, en considérant, p € ]|z|, Rq|,

n%apz" = a,p" X naZ—Z = o(anp™) donc Y b,2" converge et par suite Ry > |z|. Or
ceci pour tout z tel que |z| < R, donc Ry > R,. Finalement R, = Ry.

Pour a < 0 : a,, = n~%b, et on exploite ce qui précede.

Exercice 10 : [énoncé]

Par sommation de séries entiére, on sait déja R > min(Rg, Rp)

De plus, puisque a,b, = 0 on peut affirmer |a,| < |a, + b,| et donc R < R, et de
méme R < Ry et donc R < min(R,, Rp) puis R = min(R,, Rp).

Exercice 11 : [énoncé]

Puisque la suite (ay) est bornée mais ne tend par vers 0 (car v/3 n’est pas un
nombre décimal) on peut affirmer R = 1 et la série entiere diverge en 1 et —1.
L’intervalle cherché est donc |—1,1].

Exercice 12 : [énoncé]
2 N n
Pour z # 0, posons u,, = V" 727227 Aprés calculs "u—:l — 2% donc R = 1//7.

Exercice 13 : [énoncé]

Série entiere et série entiere dérivée ont méme rayon de convergence. Etudions
alors le rayon de convergence de Y cos((n + 1)a)z™. (cos((n + 1)a)) est bornée
donc R > 1 et ne tend pas vers 0 donc R < 1 et finalement R = 1.

Exercice 14 : [énoncé]
On aany1 = %an. Par application de la régle de d’Alembert, on obtient R = 2.
La relation (2n 4 3)an+1 — (n + 1)a, avec ag = 1 permet d’affirmer que la somme
S de la série entiére Y a,x™ est solution sur |—2,2[ de I’équation différentielle
z(x—2)8"(z)+ (x —1)S(z)+1=0.

arcsin(z—1)+%

La recherche de solution définie et continue en 0 donne S(z) = T e pow
T\4—T

x> 0et S(z) = 2EDUD) honr o < 0.

Vva(z—2)

Exercice 15 : [énoncé]
a) Pourt > 1,e " — 0 avec 0 < e™*" < e~*. Par convergence dominée I,, — 0.
b) Par le changement de variable u = t" qui est un C!-difféomorphisme,

1 tooo L
I, = — u 7 e “du
nJi

Par convergence dominée,

“+o0 e U

+oo 1o
u e “du —— —du
1 n—-4oo 1 U

donc

1 +o00 e~
I, ~ 7/ du
n Jq u

c¢) Par I’équivalent précédent R = 1 et la série entiére diverge en 1. Par application
du critere spécial des séries alternées, la série entiere converge en —1.

Exercice 16 : [énoncé]
a) Par intégration par parties

p

I(p,q) = ﬁf(p— Lg+1)
puis O
100 = Gy
b) 2 2
|
e = (27(11) 1)l UZ? ~ n S—nQ—;(;jz T3 i <1

donc > u, converge.
c¢) Par le calcul ci-dessus R =4 donc |—4,4[ C D C [—4,4].
Par la formule de Stirling :

27rn2"+1 e2n+1 \/%e 1 m 2n+1
Up, ~ =
e 27(2n + 1)(2n 4+ 1)@t /2n + 122741 \2n + 1

on \>" 1 1
- on + 1)In (1 -
(2n+1) eXp<("+ )n( 2n+1>)_’e

et
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donc
NG
22n+1, /.

4™ Uy, ~ % et par comparaison de séries a termes positifs, > 4", diverge. 4 ¢ D.

4(n+1)? — 2042
— (2n+2)(2n+3) — 2n+3

Up ~

'Un+1

Un = (—4)"Un, (vn) est alternée, |v,| — 0 et

donc (|v,|) est décroissante.
Par application du critére spécial des séries alternées, > v, converge et donc

—4 € D. Finalement D = [—4,4[. - 1 -
Exercice 17 : [énoncé]
+o00 too
a) 5 (f(2) + f(=2)) = 3 ZO an(2" 4+ (=1)"2") = ZO agp2??.
n= p=
+0o +oo
b) 3 (f(2)+ (=) + f(j%2)) = 5 Zoan (L+j4m45%") 2" = Zoagpz?’p
n= p=

Exercice 18 : [énoncé]
a) Notons R le rayon de convergence de g.

Pour z € )0, R[, > Spz™ est absolument convergente donc la série de terme
n>=0

général

—1

anx” = Spa” — xS, _12"

1. Par suite R <

n
[Sha™| < Z |a| ‘xk‘
k=0

or > apx® est absolument convergente donc (S,2") est bornée.
k>0

P’est aussi et donc x <
Pour z €]0,1],

Par suite x < R et donc 1 < R. Finalement R = 1.
b)
N+1 N+1 N+1 N
Vo € ]-1,1], Z anx” Z Spa"—x Z Spo12" = Sy VN T (1-x) Z S,z
= n=0 n=0

A la limite quand N — 400, on obtient f(z) = (1 — x)g(x) et donc

Exercice 19 : [énoncé]

Puisque S,, — +o00, on a R, <1

Comme a,, < S,, on a aussi R, > R,.

Enfin S,,/Sn+1 =1 — ans1/Snt1 — 1 permet par la régle de d’Alembert d’obtenir
R, =1.

On conclut R, = R, = 1.

Pour |z| < 1,

—+o00 400 n “+oo “+o0 1 —+o00

E Spx” = g E apzFznF = g anpx” E " = 1% E anpx”

n=0 n=0 k=0 n=0 n=0 L n=0
Exercice 20 : [énoncé]

a) a, = O(1) donc R > 1. a,, /~0 donc R < 1etainsi R=1.

nT—1 T—1 LT
b) Y apxk =Y apl = et donc E an®" = ;=1 Y, apz”.
k=0 k=0 n=0 k=0
Exercice 21 : [énoncé]
S(")(O)

On a a, = 0 compte tenu de I’hypothese. On peut conclure que S = 0.

n!

Exercice 22 : [énoncé]
a) On sait que Y a,z" et Y na,z" ont le méme rayon de convergence R. Puisque
an = o(a, Inn) et a, Inn = o(na,) on peut affirmer que > (a, Inn)z™ a aussi

n n
pour rayon de convergence R. De plus a, > + ~ a,Inn donc Y- (a, Y 7
-1 —

est encore de rayon de convergence R.
b) Notons que Y Inna™ a pour rayon de convergence R = 1. On sait

Z lnn+’y—|—0()donclnn—z
= k=1

est borné par un certain M.

+oo 400 n +o00
Par suite | > Inna™ — Y 3 42" < Y Ma™ = =0 (ﬁ) quand
n=1 n=1k=1 n=1
r— 1
, Rl _In(1-z) T In(1—a)
Or par produit de Cauchy > > % n i——~ donc ) Inna" ~ ——=—=
n=1k=1 n=1 z—1~

Exercice 23 : [énoncé]
a) Pour 0 < r < R, il y a absolument convergence de Y a,r"
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|f(rei6')’ Z a,rmein? Z @mrme~? Par produit de Cauchy de séries existe donc un polynome P vérifiant || P — g||, 5 < e puis [|[f — P, p < 2e ce
n=0 qui permet de conclure.

absolument convergentes, on a | f(re' )‘ = Z Z gt (Zk=m)pn
=0 k=0

Exercice 25 : [énoncé]

a) u, = O(1) donc u,/n! =0 (1/n!).

Or la série entiére exponentielle > % est de rayon de convergence R = 400.

On en déduit que la série enticre ) “=z" est aussi de rayon de convergence +oc.

Puisque > |a,r™| et Y [@,r"| sont absolument C(:nvergentes7 par produit de
n

Cauchy, on peut affirmer que > 3 |ag||an—g| ™ converge. On en déduit que la
k=0

série des fonctions continues 0 — kXZ:O akmei(%—n)orn ost normalement U vt o D . /n' =i do rayon de
convergente et donc on peut permuter somme et intégration : Comme ci-dessus, on peut conclure que Z 2nx"est de rayon de convergence +00.
JE | Fre®)]* do = ono J27 S ax@ge @m0 g, Or [2" P9 df = 0 pour tout  b) Pour z € R, §'(x) = JFZ":O Sut1n done

p € Z* donc, apres s?;lopliﬁcg;ion des termes nuls, n=0 N

LI do = 5 fan . §'(@) — 5(a) = Y S Z e = ()

m=0
b) Quitte & passer a ’opposé, supposons que |f| admet un maximum en 0. =0 =0

too c) Pour tout x € R,
Pour tout 0 <7 < R, 3. |a,|>r?" = Z |an | 72 — Z lan |2r2”2 |an > 72 = )

n=N-+1 = S Y4
x 2 2 . —x ) n n
Z Jan| 72" — [aol* = & [37 | £(re®)[* = | £(0)[* do. e S5(z) —L=e (Z PR )
n=0
Par intégration, d’une fonction négative, on obtient Z |an|2 n 0. Or il s’agit Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, |S,, — ¢| < e.
n=1

d’une somme de termes positifs, ils sont donc tous nuls et on en déduit On a alors, pour z > 0
Vn € N*, a,, = 0. La fonction f est donc constante. N-1 1S, — 4 roo

N —z n n n
¢) Posons fi(2) = S |an| 2" e S(@) — ] < [(Z T > + (Z e )]

n=0 n=0 n=N

Pour tout r > 0,
w 2 2n 2 on _ 2, 2n 27 20 2 +oo
5 fanlt 2 = 5 a2 = 5 a2 = 27 e = o) a0 (Z x) <o
= X
Or |f(2)] < P(|z]) et P(\z|) |fN( )| donc comme & la question précédente on e
peut affirmer Vn > N,a, =0 et donc f € Cy [X]. et
N—-1
(Z Sn—€|mn> — O(ea:)
Exercice 24 : [énoncé] —~ nl z=+oo
Notons > a, 2" la série entiére dont la somme est égale & f sur B°.
La fonction f est continue sur un compact donc uniformément continue.
Pour tout € > 0, il existe § > 0 vérifiant | —rS(x) — €| [ee® + ee®] = 2¢
Vz,2' € B,|z = 2| <0 =|f(2) — f(#)| <e.
Considérons alors r =1—0 et g, : z — f(rz). Ainsi e™*5(z) PR 2
Pour tout z € B, |z —rz| = 5|z\ 6 done [f(z) —g(2)| < e. Ainsi || f — gl 5 <€ d) Si u, = (—=1)" alors
Puisque la série entiére > a,, 2™ converge uniformément vers f sur tout compact g { 1 sin est pair
n

donc pour x assez grand

inclus dans B°, la série entiére Y a,r"2" converge uniformément vers g sur B. 1l 0 sinon
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Par suite
S(x) = P = chx
= (2p)!
et donc 1
eiIS( ) r——+00 5

Exercice 26 : [énoncé]
a) Posons

A, = Sin —

Vn

Puisque a,,11/a, — 1, on peut affirmer R = 1.
b) La suite (a,) décroit vers 0 donc par le critére spécial des séries alternée, la
série entiere converge en x = —1.
Puisque a,, ~ 1/4/n, par équivalence de séries & termes positifs, la série entiére
diverge en x = 1.
¢) Par positivité des termes sommés, on a pour z € [0, 1],

f) > ism (%) "

Or
N 1 N 1
sin| — | 2" —— sin [ —
Soain(Jz) e o Lo ()
Puisque
N .
2 () 5o o0

Pour tout M € R, il existe un rang N tel que

et pour x au voisinage de 1~

puis

On peut donc affirmer que
flx) —— +0

r—1—

d) On a n .
(I—a)f(x) = ;Sin (\/lﬁ) " — Z sin (\/15) L

n=1

et par décalage d’indice

(1—2)f(z) = sin(1)z + :i [sin (%) _sin (\/%ﬂ "

() () ~o (1)

la série entiére en second membre est définie et continue en 1. On en déduit

Puisque

(1 - 2)f(x) — sin(1) + Ti [sin (%) _ gin (\/%ﬂ ~0

Il est aussi possible de procéder par les en e exploitant

1
sin %

’ < epour n assez grand

et

+oo
>at =
n=0 -7

Exercice 27 : [énoncé]
a) Soit M € R tel que S(z) < M pour tout = € [0,1].
Soit N € N. Par sommation de termes positifs,

En passant a la limite quand x — 17, on obtient

N
ZangM

n=0
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La séries & termes positifs > a,, ayant ses sommes partielles bornées, elle converge.
b) La fonction S est croissante sur [0, 1] et est bornée. On peut donc affirmer
qu’elle converge en 17 et introduire

lim S(z)

r—1—

De plus, cette valeur majore S sur [0, 1], de sorte qu’en reprenant I’étude ci-dessus
avec cette valeur pour M, on obtient

+oo

Zan < lim S(x)
r—1—

n=0

Inversement, pour tout x € [0, 1], on a
+oo
$ e
n=0

et donc a la limite quand z — 1~

—+o0
< E an
n=0

lim S(z

r—1—

<>

puis finalement 1’égalité demandée.

Exercice 28 : [énoncé]
La fonction f est évidemment définie en 1. Pour étudier sa continuité, introduisons

+oo
>

k=n+1
On peut écrire pour z € [0,1[ et n € N
+o00 n +oo
flz) — Zak = Zak(xk - 1)+ Z apz® — R,
k=0 k=0 k=n+1
avec
—+o0 —+oo
Dot = Y0 (B — By
k=n-+1 k=n-+1

Puisque |z| < 1 et R, — 0, on peut écrire

+o00
Z akl" Z Ry 12" Z kak

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
avec convergence des deux sommes introduites.
Par décalage d’indice, on obtient
“+oo
Z apz” Z Ryx" (x—1)+ R,a™t
k=n+1 k=n+1
et ainsi
“+o0 n 400
- Zak = Zak(xk -1+ (x—-1) Z Rpz® — R, (2"t — 1)
k=0 k=0 k=n+1
Soit € > 0.

Puisque R,, — 0, pour n assez grand on a
k>n, |Rk| <e

donc

+oo
<(l—ux) Z ext =¢

k=n-+1

+oo
(x—1) Z Rya®

k=n-+1

Pour un tel n fixé, on a quand x — 17,

Zak —1)—=0et Ry(2"" —1) =0
donc pour z suffisamment proche de 1,

Zak(mk—l) cet |Ry(2" —1)| <e

k=0

donc
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Exercice 29 : [énoncé] Finalement, pour N > max(ng,n1,ns2)
a) Pour a,, = (=1)",on a f(z) =1/(1 +z), £ = 1/2 et la série Y a,, diverge.
b) Pour N € N et € [0, 1], on peut écrire

N
Z an — 0] < 3¢
N n=0
Z% an —t=An+ By - Cn On peut donc affirmer que la série Y a,, converge et
n=
+o00
avec
N N +o0 Z a, =/
AN = f(.’l?) - Ea BN = Z Ap — Z an-rn et C’N = Z anxn n=0
n=0 n=0 n=N+1
Pour € > 0, il existe un rang ng au-dela duquel Exercice 30 : [énoncd]
€ a) a, =Ilnn # 0 pour n > 2.
lanl < o o
n Ttl’ — 1 donc le rayon de convergence de la série entiere Y In(n)z™ vaut 1.
et alors pour tout N > ng De plus, la série entiere est grossiérement divergente en 1 et —1.
On en déduit I =]-1,1].
+oo
|Cn| < £ Z " < € b) a, ~ ﬁ donc ’“Z:l — 1 le rayon de convergence de la série entiere > a,x™
N n=N+1 N(1-z) vaut 1.
De plus, la série entiére est absolument convergente en 1 et-1.
Posons alors 1 La fonction g est donc définie sur lintervalle [—1, 1].
le_ﬁ c) Pour n > 2, a, =lnn—1In(n—1) — 1/n donc
ot on a anz”™ =1In(n)z™ —Iln(n — 1)a™ — lo:”
ICnI<e " n
D’autre part En sommant pour n allant de 2 & 400,
N N N =(1- +1In(1 —x)
1 9(z) = (1 —=)f()
|Bn| = Zan(l —z")| < (1 —m)Znan = NZnan
n=0 n=0 n=0 d) Puisque a,, ~ 513, la série 3 |a,| est convergente et donc la fonction g est

définie et continue sur le segment [—1, 1]. Par suite, la fonction g converge en 1~

En vertu du théoréme de Cesaro et puisque le terme In(1 — z) diverge quand = — 17, on obtient

N
! In(1 — z)
— na, — 0 _
N 7; " f(@) z—1— 1—x
et donc il existe n; € N tel que pour N > n; e) Puisque
f(z) = g(x) —In(1 — z)
|Bn|<e 1—2z
bti d —1t
Enfin, puis f tend vers £ en 17, il existe ny € N tel que pour N > no on obtient quand x — )
g(=1) —In(2)

Ay =|f(1—=1/N) (| <e f(@) —
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Il reste & calculer g(—1)... donc pour z € [0, 1],
400 +o00 n—1 400 +o0 +00
-~ n (-1) . 1, 1—thn ,
g(—l)—l—{—Z(—l) (lnn—ln(n—l))-i—ZT Za”z —Zﬁx < Z —
n=2 n=2 n=1 n=1 n=1
Or Or
S~ (D! =1 1 — thn
1+Z =1In2 Z—m":—ln(l—x)—>+ooetn2 ~2ne " =0
o n —n n

et en regroupant les termes pairs et impairs consécutifs — - N
sroup p P donc > % est absolument convergente et la somme de la série entiere

2N+1 N
S (-1)"(Inn—In(n—1)) = > 2In (%) —In2N+1)=In % — > I=thngn gt définie et continue en 1. On en déduit
n=2 p=1
In% f@) ~ —In(1—=x)
en vertu de la formule de Stirling. z—1~
Finalement 7r
—1)=In—-+1n(2

9(=1) 2 @) Exercice 32 : [énoncé]

On en déduit R =1, il y adivergence en x = 1 et convergence par le CSSA en x = —1.
1.« . P
f(x —5 In 5 La fonction somme est définie sur [—1, 1].
rz——1

Par application du critére spécial des séries alternées sur [—1, 0],

Exercice 31 : [énoncé]
Notons que l'intégrale définissant a,, converge car |[tht| < 1.

+00 1
Z hl (1+ ]{) .Ijk

k=n-+1

<In<1+ L )—>0
n+1

00,[—1,0]

a) Pour t > n,

thn _tht 1 il y a donc convergence uniforme sur [—1,0] et donc continuité de la somme en —1

X T X o9 .

2 [ 2 puis finalement sur [—1, 1].
En intégrant et en exploitant thn — 1, on obtient a, ~ % Pour étudier la fonction en 17, on peut exploiter ’encadrement
On en déduit que R = 1. Pour = —1, ) a,z™ converge en vertu du critére g q
spécial des séries alternées car (a,) décroit vers 0. <In (1 + ) =In(n+1)—Ilnn= / — <=
Pour z =1, Y a,az™ diverge par I'équivalent précédent. La fonction somme est n+1 n n t n
définie sur [—1, 1 , s . . . On en déduit pour z € [0, 1],
b) Pour z € [—1,0], on peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la
série Y anz™ et affirmer o on 400 1 +0 n

< In{14+—=)2" < —
n — — —
> apa®| <angr 2" < anga
k=n+1 Or
+o00o "
ce qui assure la convergence uniforme de la série. Par suite la fonction somme est Z — =—In(1-2x)
continue en —1. n—1
¢) On a +oo
1 <17th” etz ll :l(fln(lfx)fx) ~ —In(l—2z)
n = 1S 7 —nt+l = r—1-
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Finalement

rx—1—

+o0 1
Zln <1+ > 2" ~ —In(l-—2x)
n=1 n

Exercice 33 : [énoncé]
a) On peut écrire a,, = by, avec €, — 0 et alors

+oo
x) = E bnenx™
n=0

Pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait |e,| < €. On peut

alors écrire
N—-1 “+o0
|f(x) - Z bpenz™| < e Z bnz"™ < eg()
n=N

n=0
puis
|fx)] <e
Quand z — R™,
N-1 N-1
g(z) — +o0 et Z bpenx” — Z bpenR™ = Ct
n=0 n=0

donc pour z assez proche de R

()

N-1
Z bnenR™| < eg
n=0

puis
|f(z)] < 2e9(x)

e
Cela permet de conclure que f(z) = o(g(x)) quand = — R.
b) Si a,, ~ b, alors a, = by, + o(b,) donc f(x) = g(z) + o(g(x)) ~ g(x) en vertu de

a).

Exercice 34 : [énoncé]

a) Notons a,, le coefficient générale de la série entieére étudiée a,, = 1 8'il existe n
tel que m = p,, et a,;, = 0 sinon. On observea,, = O(1) donc R > 1 et a,, /~0 donc
R<1puis R=1.

Soit € > 0, il existe un rang N € N tel que pour n > N,

(1-x) pr"

0<(I—a)f(x)

Quand z — 17,

N-1
(1—-x) Zmp” —0
n=0

et

(1—=x) Zl‘

donc pour x suffisamment proche de 1,

0<

(1—a)f(2) < 2¢

Cela permet d’affirmer (1 — z)f(z) —— 0.

b) Ici, il faut penser & une comparaison série-intégrale. . .
Pour z € 0,1, la fonction ¢ s z**

obtient

o0 p o0 p
/ ﬁ<h<f@)<1+/w ot dt
0 0

“+oo —+o00 “+o00
/ 2 dt = / et T qp = / e "t qt
0 0 0
T I
/ 2t dt = f/ e du
0 aJo

Or

avec ¢ = v — Inx donc

r—1—

n < ep,. On a alors :

(1—-2a) Zx

1—x
SToae 0 F

est décroissante. Par la démarche classique, on

et on ne calculera pas cette derniere intégrale.
Par I'encadrement qui précede, on peut affirmer

f@) ~

Exercice 35 : [énoncé]
a) R=1.
b) fo(z) = ﬁ, fi(z) = ﬁ

On obtient les expressions de fa, ...

+oo .
/ eiu
vV—Inz Jo

, f5 par
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seq(normal (sum(n"k*x"n,n=1..infinity)) ,k=2..5);

On peut présumer un équivalent de la forme (1—2#
On peut obtenir les premieres valeurs de C,, par

seq(eval (simplify(sum(n”"k*x"n,n=1..infinity)*(1-x) ~(k+1)),x=1),k=0..5);

Cela laisse présumer C,, = (—1)Flal.

—+oo
Pour z € |-1,1], fy(z) = ngl nPHzm=1 done zf) () = fpia(x).

En raisonnant par récurrence sur p € N, on définit la suite (@Q),) de polynémes de
sorte que

Qo =X et Qpy1(X) = X(1 - X)Q,(X) + (p+ 1) XQp(X).

On observe Qp+1(1) = (p+1)Qp(1) de sorte que Qp(1) = pl.

On peut alors affirmer f,(z) ~ ﬁ.
r—1—

(a+1)(a+2)...(a+n) )

¢) A partir du developpement connu de(1 4+ u)®

(Zﬁz ~Inj-=alh™=

est absolument convergente

, on obtient b, = o

—In ”*1 =0 (#) donc la série Y In GADT 1y %:

In bn41

On en déduit que la suite de terme général In 2 —a converge puis que 3— tend vers
une constante A(a) > 0.
On peut alors conclure en exploitant le résultat suivant :
“+oo
n~ by avec a, >0, R=1et Y a, diverge entraine > a,x ~1 Z b,x".
n=0 =17 n=0
Pour établir ce résultat :
—+o0
— d’une part, on montre que > a,x" —— 400,
n=0 r—1—
“+o0o N “+o0
— d’autre part, on écrit | > anz™ Z bpz™| < Y |an —bn| +€ > apz™ en
n=0 n=0 n=0

choisissant N de sorte que |a,, — by| < Ean pour n > N.

Aa)

On peut alors conclure que f, (z) ~ 7=

Exercice 36 : [énoncé]

z (x—t)" n T n+1 n
‘fO ( n!) f( +1)(t)dt’ g inl—l—l)! H'f( +1)||oo
x| < 1/A, [ %f(’”rl)(t)dt — 0 et donc f est égale & la somme de sa série

de Taylor au voisinage de 0.

< K |[zA]"™. Pour |z| < a et

Exercice 37 : [énoncé]
Pour z € [0, B[, la série 3 2 f(")(0)2™ est une série a termes positifs. Par la
formule de Taylor avec reste intégral

k)
oy =3 10,

k=0

+/0 (93;:) FOD )t

et puisque le reste intégral est positif, on a

nofk)

]
— K

Puisque ses sommes partielles sont majorées, la série a termes positifs
S L ™ (0)z™ est convergente.

Pour z € |-R,0], on a

_ (o)

o

(n)
‘f (U

et la série > % f@(0)2™ est absolument convergente donc convergente.

Exercice 38 : [énoncé]
Pour tout a et z € R,

"R (g T —=t)"
f(x):zf k;!( )(m_a)k+/ %f(nﬂ)(t)dt

Pour z > a, la série numérique de terme général " (a)( — a)* est une série

majorée par f(x) et & termes positifs, elle est donc convergente ce qui assure

f"(a)

n!

(x—a)" —0

Pour x <0,

T _\n 0 A\ _»\n+1
/0 (z n!t) £ (g) dt‘ < /m (t n!ﬂ?) FOHD(0) dt = ((ni)l)!f(nﬂ)(o) — 0

en exploitant la remarque initiale avec 0 et —z pour a et x.
Pour z > 0,

f(n+1)( ) =0

CEo)" ’x"
/0 n! f+(t)dt<(+1)

en exploitant la remarque initiale avec x et 2x pour a et x.
Finalement f est égale a la somme de sa série de Taylor en 0 sur R.
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Exercice 39 : [énoncé]
Pour tout x € |—a, al,

n P (0
I):; k!()

Pour z > 0, la série de terme général * (0) x¥ est une série majorée par f(z) et a
termes positifs, elle est donc convergente ce qui assure

120 .,

T
n! nee

k e —t)" (n+1)
r +/0 — FrtY@)de

Pour z € |—a, 0],

/I (iﬂ ;'t)” f(n+1) (t)dt‘ < /0 (t — 1’)” f(n+1) (O)dt —
0 : T

= (—:L')n+1 f(n+1)(0) —0

(n+1)! neo

donc f est égale & la somme de sa série de Taylor en 0 sur |—a, 0]

Pour tout z € ]0,a[, [y (z=t)" t)n F+($)dt converge quand n — 400. Or

n 1

P

n! Jo

(1—0)" "+ (9x)de

donc si < y € ]0,a[, on a pour tout 6 € [0, 1], 'inégalité
FOHD (62) < £V (8y)

de par la croissance de f(»*1). On en déduit

/Oz (q; — )" f(n+1)(t)dt < ;‘7: /Oy (y ;!t)n f(n+1)(t)dt

n!

or foy %f(”“)(t)dt converge quand n — 400 et % — 0 donc

x _ t n
/ Qf(n"_l)(t)dt —0
0 n: n

et finalement f est aussi égale & la somme de sa série de Taylor en 0 sur ]0, al.

Exercice 40 : [énoncé]
a) Par la formule de Taylor avec reste intégral

n (k) T (e )P
Fl@)=) 4 k!(O)xk :/0 : n!t)*f(”“)(t) dt =

t=zu n!
k=0

mn-‘,—l

/1 (1-— u)”f("+1)(acu) du
0

Puisque z < |z| < 7, on a zu < ru puis f7FY (zu) < fOFD (ru) car fMHD est
croissante puisque de dérivée f (”+2) > 0.
On en déduit

n k)
‘f(x) 3! k!<0)
k=0

Or la somme Z " (O) r* est positive et majorée par f(r) donc

k=0
n (k) T n+1
-1 <|Z" s
k=0
b) Puisque |z/r] < 1,
—~ f®(0)
Yo e f@)

Ainsi f est développable en série entiére sur |—a, a] car égale a la somme de sa
série de Taylor sur |—a, a.

c¢) Posons f(z) = tanz. Par récurrence sur n € N, on montrer que

f™(z) = P,(tanz) avec P, un polynéme dont la parité est celle de n + 1.

On en déduit alors que f((x) > 0 pour tout = € [0,7/2[.

En reprenant I’étude qui précede, on obtient f(x)

z € [0,7/2[.
Par imparité de f, f(??)(0) = 0 et par un argument de parité

to0 L)
=> fT(O)x” pour tout
n=0

T f(2p+1)
fay =y L)

2p+1

|
= (2p+1)!
pour tout x € |—m/2,7w/2].
Exercice 41 : [énoncé]
Posons 1
f(@) = 1 —shz

La fonction f est définie et de classe C* sur |—oo, R[ avec R = argshl.
Soit z € |—R, R|. Puisque |shz| < 1, on peut écrire

Z sh™x

fz) =

l—shx
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Chacune des fonctions x — sh™z est développable en série enticre sur R ce qui
permet d’écrire

+oo
h"zx = g an,kxk
k=n

Puisque les coefficients du développement en série entiere de la fonction sh sont
tous positifs, on a aussi a,, ; > 0 pour tout n, k. Pour z € |—R, R], on peut donc

écrire
—+oo +oo
0= |2 ansa”
= k=n
Puisque la série Y |an 12" = . ang |z|" converge et puisque la série

k>n k>n

> Z lan k™ = > (sh|z|)" converge aussi, on peut par le théoréme de Fubini
n>0 k=n n=0
échanger les deux sommes ce qui donne

0 -3 (Lo )

k=0

Ainsi la fonction f est développable en série entiere sur |—R, R[. Le rayon de
convergence de la série entiére ainsi introduite est alors au moins égale & R et en
fait exactement égal & R car f diverge vers +0o en R~ et ne peut donc étre
prolongée par continuité en R.

Exercice 42 : [énoncé]
En dérivant et en décomposant en éléments simples

2x — 5 1 1 1 1 1 1
In(z? — 5z +6)) = = -5 3
(In(z x4 6)) (z—2)(z —3) x—2+x—3 21—=z/2 31—x/3
donc
400
1 1 1
1n(x2—5x+6):1n6—zn(2n+3n>x"

n=1

avec un rayon de convergence R = 2.
On peut aussi trouver ce développement en série entiere en factorisant

In(z? — 52 +6) = In(2 — z) + In(3 — )

Exercice 43 :
On peut écrire

[énoncé]

In(1 — z?)

donc sur |1, 1],

=In(l —z) 4+ In(1 + z + %)

ln(1+x+x2):—+mlm3" +Ool Za
—n —n
avec ) L1 )
an:ﬁsin#O [3] etagn:—ﬁ+3—n:—3—n
Exercice 44 : [énoncé]
b = e ) e e i3

Py 2 1 = 2 2
Z cnxn = (b—a)? Z (b nhe
n=0 n=0

2a" T + 2+ 2) 2" done

1+abx

2,.n _ 1 b> 2ab a® _
ZO Cp = (b—a)? <lfb2z 1—abzx + 1—a? w) — (1—a?z)(1—abz)(1—b2x)
n=

Exercice 45 : [énoncé]

Par décomposition en éléments simples

1— 22

1—2xcost+a2

donc
1—=x

1 —2zcost + 22

pour tout x € |—1, 1]

Exercice 46 : [énoncé]

l—zcost

2

1—2zcost+z2

1 . +oo
—2zcos 2 : n
1—2zcos t+22 A COS(TLt)Z
n—=

_ 1 1 1 1
2 (1—(e“z) + 1—(6*“2)) -2

B 1 1

1—zett 1 —ge it

+oo
=142 Z cos(nt)z"

n=1

+oo )

Z (eznt + efznt)zn puis

n=0

1
a’>b

).
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g
Exercice 47 : [énoncé) Or oo X
En dérivant N / (-1 £2kH1 2k 41y k! |x|2k+1
oy 2tan 3 2k +1)! =22k + 1)!
f(a) = 0

(1-2)2+ (1+x)%tan® §

Par les formules de trigonométrie relatives a la tangente de 'angle moitié

sin o

f'(z)

1 — 2z cos o + 2

Par décomposition en éléments simple

1 1 1
M) —— = _
fl) = 2 (x—ew w—e—i“)

Pour = € |1, 1], on obtient

4 1 < i(n+l)a,.n <« —i(n+1)a,.n - n o
f(x):Q— g e x —g e x :E 2" sin(n 4+ 1)«
7
n=0 n=0 n=0

Enfin, en intégrant ce développement en série entiére sur |—1, 1],

n=1
Exercice 48 : [énoncé]
“+o0
+oo  dt — 1 du _rl n,,2n .2n ;
1 12412 ; fo 1+(ur)2 - fo Z (_1) u=-"r du. Pour |:L‘| < 1, 11 Yy a
u=1/t n—=0
+oo ,
+ —_1)"
convergence normale pour v € [0,1] donc [; o tQi’;Q =Y (2n+)1 p?n = actant
=0

Exercice 49 : [énoncé]
a) On a

+oo
sin(tx) = Z 7(71% 2R+ g2k 41
= (2k+ 1)

A l’aide d’intégration par parties

+
/ Oot2k+1e—t2 _ E
0 2

qui est terme général d’une série convergente.
On peut donc appliquer le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini et
affirmer

+o00 I k
—t% (=D ok
e’ sin(tz)dt = E YGRS

) 2222k +1)!

pour tout x € R. ,
b) La fonction ¢ — e~ sin(tz) est continue et intégrable sur R et

d
dx

(e*f“ sin(t:c))‘ <te

7t2
avec t — te

La fonction

intégrable sur RT.

+o0 5
fix— / e " sin(tz) dt
0
est de classe C! et
+o0 R
fl(x) = / te™"" cos(tz)dt
0
A Taide d’une intégration par parties

!

et ainsi f est solution sur R de I’équation différentielle
2y +ay=1

De plus f vérifie la condition initiale f(0) = 0.
Si une somme de série enticre est solution de I’équation différentielle 2y + xy = 1
et vérifiant y(0) = 0, c’est, apreés calculs, la fonction

+oo k

o E e

k=0

de rayon de convergence R = +o0.

Puisque f et g sont solutions sur R & ’équation différentielle linéaire 2y’ + zy = 1
vérifiant la condition initiale y(0) = 0 et puisque le théoréme de Cauchy assure
I'unicité d’une solution & un tel probléme, on peut identifier f et g.
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Finalement
+oo
p2k+1

22k—|—1

OM

pour tout = € R.

Exercice 50 : [énoncé]

Pour |z| < 1
d ; 2 sin o sin o
— [ arctan =
dz 1—zcosa 1—2zcosa + x2

Apres décomposition en éléments simples

d T sin o 1 et o
— (arctan | — = — - Z sm na
dx 1—xzcosa 2i \ 1 — peic 1 — ge—ic

Par intégration de série entiere, on obtient la relation proposée.

Exercice 51 : [énoncé]
Posons

v dt
/(@) */,oo 1+1422
f est dérivable et

1
! p—
Pour |z| < 1,
/ - 3n = n
f(ac)—l_x3 (1—x) Zx —Zanm
n=0 n=0
avec a3, = 1, aspy1 = —1 et agpyo =0.
En intégrant,
+oo
a
— 0 n n+1
F0) =10+ 3 S
avec o
dt
o= [ 2
Lo L+t
Apres calculs
4

Exercice 52 : [énoncé]
['(@) = g f @), f7(0) = saparpr /() + 570
(1 +a?) f" (@) +af' () — 3 f(x) =

1 (2n+1)(2n—1)

La démarche classique donne a,42 = —1 () (g1
—1)P  (4p—2)!

On obtient alors as), = g4p,1 @D (=1 et agpr1 =

f'(z) donne

a, avec ag = 1 et a1 = %
—1)P  (4p—1)!

24p  (2p+1)!1(2p—1)!"

Exercice 53 : [énoncé]

a) Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction ¢ +— e qui est de classe
C™tlosur R.

b) La convergence de I'intégrale définissant F' provient de la convergence supposée

de [13 lf(t)l dt.
On a F(z) =

n

3 dt+f+°°<m—z(m)> ft)dt

n . "
R z ““C) < yae =3 ( f;?%dt)ﬁ

k=0
ite (Ztm)k n+1
et | [ (e - kz k') f(t) dt’ (n+1)' T2 f(#)] dt — 0 compte tenu
=0

des hypotheses.
+oo

On peut alors affirmer F(z) = > (fj:; (”) f(t )dt) z* avec convergence sur R
k=0

de la série entiere considérée.

Exercice 54 : [énoncé]
a) Pour t € R\N*, |-= ‘ <3 (a + e ) ) donc ) 2 est absolument

convergente. La fonctlon f est définie sur R\N*.

+too oo m
b) Pour [t| <1, f(t) = Z o= Y daln
n=1m=0
. lant™| X et lan|
Puisque ) "=+ converge pour tout n > 1 et puisque ) > “hng = ) T
m>=0 n>1m=0 n>1

+oo +oo
converge, on a par le théoréme de Fubini, f(¢t) = > (Z Lo ) t™. La fonction

T
m=0

n=1
f est donc développable en série entiére sur |—1, 1].
c) Si f(t) =0 sur [-1/2,1/2] alors le développement en série entiere de f sur
]—1,1] est nul et on en déduit que f est nulle sur |—1,1].
+oo

Or f(t) = 5 + Z . avec t 22 —m. définie et continue au voisinage de 1.
n=

On en déduit que a1 =0.
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On peut alors reprendre 1’étude du b) et, sachant a; = 0, on peut affirmer que f Exercice 58 : [énoncé]
est développable en série entiére sur |—2,2[. Or ce dernier développement étant . _ X e P
nul, on obtient comme ci-dessus az = 0 etc. Au final, la suite (ay)nen+ est nulle. Clairement R = 1. Posons 5(z) = Z 2n+1° (@5(2))" = 1=z donc
S(xz) = ln 1“’ en prenant soin d etudler les valeurs en 0 du premier membre et
du prolongement par continuité du second.

Exercice 55 : [énoncé]

a) (_(132;:&:1) iz;i? — |#?| donc R =1. Exercice 59 : [énoncé]
+o0 +o0 Par la régle de d’Alembert, on obtient R = 1.
fl@) =5 = X (=1)"a" donc af'(z) = — 5 = 2 (=1)"na™ puis Posons
+ A (1+=) = +oo
n= n= —l)nl'n
+Oo n n 173 S - (7
ngo( 1) gl = g x ((1-4—12 2) = a2z (@) nz:% 2n+1
b) Pour x # 0, =Sy ;1 On a ,
foo | 4o too ) xS(x*) = arctanx
Zo nl U= 21 Z =(z—1)e On en déduit
n= n= t
S(a) = EEEVE o> 0
N3
. , , On a aussi
Exercice 56 : [énoncd] Rt 1 142
a) Notons D l'intervalle de convergence de cette série entiére. xS(—z?) = ol 2 n—
Le rayon de convergence étant 1 on en déduit : |-1,1[ C D C [-1,1]. n=0
De plus n((nl)l) 2> donc f(1) et f(—1) existe. Ainsi D = [-1,1]. donc s ] 1 =1 ;
n x) = n siz <
b) Sur |—1,1[, f est C* et f'(z) = Z (i Z (Gt i 1) D = In(1 + z). 2v/—xr 1—+/—x
Donc [In(1+ z)dz = (14 z)In(1 —|— Jc) —z+C. Enfin, pour & =0, 5(0) =
Puisque f(0) =0, on conclut f(z) = (14 2)In(1+ ) — z sur |—1,1].
c) Vx € [-1,1], n((n )1) ﬁ ~ -5 donc la série de fonctions définissant f Exercice 60 : [énoncé]
converge normalement sur [—1,1] et par suite f est continue. Clairement R = 1.
f)= lim f(z)= lim (I1+2)In(14+2)—2z)=2In2-1. Posons too o
r—1- r—1- "
—1) = i = 1 — = S = _
= im @) i (1) () - 2) = 1 @=2 575
Par décomposition en éléments simples
Exercice 57 : [énoncé] I 21 L= % (2 ! T ! 1)
Clairement R = +00. ) W =3 ”2_717!1_2;U" =5 Wx” donc e ne n
(n+1)(n—2) e n20 20 On en déduit
ZTxn:gzﬁ—ZZ% (22 — 2)e® .

n>0 n> n>0 1 2" z?—1 14+ =z
S(z) = - = 1
(z) 2Z m—1 Z2n+1 + i 1 —g
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Exercice 61 : [énoncé] b) Soit z € |-1,1].
a) Par convergence dominée par la fonction ¢ : t — 1, on obtient a,, — 0.
b) On a =3 =
’ 1 SCED IR 3Y N I (R
n=0

w/4
nt Gnyo = tant)’(tant)" dt =
ap + anto /0 (tant)'(tant) i

or par convergence uniforme de la suite de fonctions de la variable ¢ sur [0, 1]

. s qos 1 . . N N
¢) Par monotonie a, + an2 < 2an < an + an—2. On en déduit a, ~ 5 puis (convergence uniforme obtenue par convergence normale grace & |z| < 1) on peut

Un () ~ 5% permuter somme et intégrale.
Le rayon de convergence de la série entiére Y a,2™ est donc égale a 1.
Pour z =1, Y u,(xz) converge si, et seulement si,ac > 0. e 14 )t 701

— Lo , o _ B Z Ht_ Yandt = (1+:z:)d (1+2) @
Pour z 1, > un(x) dlverge gr0551erement sia < —1. nl ) m(i+az),, In(l+az)
Pour a > =a+ Z (ak + ap42) + o(1)

—1)" s . . L. ,
Or converge par a hcatlon de critere spécial des séries alternées (car . , ,
> ne (4 8¢ par app P ( Exercice 63 : [énoncé]

n— décroit vers 0 pour n assez grand) donc Y u, (x)converge.

na(n+1) A Taide d’une integration par partie :
d) Puisque a,, + ap42 = —, on a =2( 2(1 — ¢2)ndt = 2 1 _ don — 2n42,
que apn + any2 = 757, ant1 =2(n+1 fo t t3)"dt = 2(n + 1)(an — an41) done ani1 = 5550,
an # 0 et || — 1 donc R = 1.
Za +2xn +a " = _ln(l _ 33) ! +o0
mn mn - _ _ 42 n
v x Pour z € |-1,1], ngoanx Z fo (1 = t*)z)"dt.
Lo On peut permuter somme 1nﬁnle et intégrale (par un argument de convergence
On en déduit 1o )
flz)— % -2y In(1—x) uniforme par exemple) et affirmer Y a,z" = [; kfﬁ'
f(CU) + 22 = - " n=0
+oo
pis Pour z =0 : n2=:0 ap,x”™ = 1.
—zln(l —z) 4+ T + 212 +oo
. n _ 1 _ 1 x
flz) = o] Pour z > 0 : nz::()anx = fo = T_Hg = 7o arctan( 1_1).
—+oo
Pourz <0: Y. apz" = %fo = b — 7 (1 )argth (1 /25 1)
n=0 B o(z—1
Exercice 62 : [énoncé]
a) On a
1 n-1 1 pinzt 1 Exercice 64 : [énoncé]
lan| = / t H ﬁ H Edt < - a) On calcule 54
0 k=1
d R>1
one v = sum(1/(4*n+1) /(4*n+3) ,n=0..infinity);
1 ! n—1 1 .
> - H1 —#) x E—1Ddt> —— On obtient S; = 7/8. On calcule Sy
|an|/n!/0 ( ) H( ) ~ dn(n —1)

donc R < 1. Finalement R = 1. sum((-1)"n/(4*n+1)/(4*n+3) ,n=0. .infinity);
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L’expression obtenue est une expression de

hypergeom
) ~ (=1)"/16n? donc R = 1.
¢) En considérant 1 tiéres dé Z R
n considérant les séries entieres dérivées T = Jo 13T ©
oo n dn
Z (=1n)"z* T w2y
4n+3 0 T+¢-

n=0
d) Par un argument de convergence uniforme sur le segment [0, 1], on obtient
+oo

(=™ _ 1 1424t
ZO an+1 — Jo 1+t4 et Z 4n+3 —Jo 1+
ne=
) . 1/2 1/2
Par décomposition en elements simples, (4n+1)(4n+3) Intl — Ini3
- 1142
On en déduit S, = Z an =3 [ T dt.

On calcule cette 1ntegrale

int ((1-t72)/(1+t74),t=0..1);

On obtient Sy = f In ;+§
Par une evaluatlon numérique via l'instruction

evalf

, on peut observer 'exactitude de cette formule.

Exercice 65 : [énoncé]
a) On obtient la décomposition en éléments simples par

convert(1/(1-X"6) ,parfrac,X);
b)

On peut calculer 'intégrale par

int(1/(1-t"6),t=0..%);

Le résultat obtenu est cependant décevant car présente un nombre complexe et un

logarithme calculé sur un réel strictement négatif.

En décomposant le calcul par la décomposition en éléments simples précédente et

en isolant le probléme ci-dessus, on obtient

z dt _ 17, 14z ;| V3 2x4+1 2z—1
fO 1—t6 — 6 In 11—z + 6 (arCtan V3 + arctan \/g )

c¢) Posons S(z) = Jrzojo 6“”—11. On a (zS(2°%)) = Z 28

donc S(x ):%f\f dfﬁ pouer]O 1.

d) En écrivant Z

= sur |—=1,1[.

)N 1 46(N+1)

6
nt ndt = fO 1+t6 + 0 11 dt

6n+1 fO
n=

(N+1)
ol%dt<f t6(N+1)dt—>0 on obtient Z 6n+1 — [} _at

avec 0 < 0 T4

On obtient la valeur de cette intégrale en écrivant

int(1/(1+t76),t=0..1);

Exercice 66 : [énoncé]
2n+1

Pour z # 0, posons u,, = % L&t 22 done R = 1.
’ 3n+2 u

n

La fonction somme S est impaire on se limite alors a x > 0.

VzS(23/2) = fjo g NN gt > t3"+1 dt = 7 L dt
Bn+2 3n+2 0 £ 0 1—¢3
donc S(z) = w4/3 fo - t3 dt et il ne reste plus qu’a décomposer en éléments

snnples etc

24/3 4 2/3 2/3
= e L - 207/°41) _m
S(x) 6954/3 In % z1/3-2z2/34+1  44/3./3 (arctan ( 73 ) 6)‘

Exercice 67 : [énoncé]

e ! ani1 _ ntl 1 p_
a) Posons an = i@y 7 0 o T angs 2 B=2
. /2 . ol
b) On sait que Jo /" sin® L (t)dt = WXTL@”H) donc

gy w/2
ST apam™ Z Jo7 £ sin? L (¢)de.

Par convergence uniforme,

22 sin® (1) dt = ”/2 " sin2r () dt = [T/ 2sint gy
on 2

0 2—xsin2t

T w/2 i
Ainsi Y apa” = it

_ du :
4 0 (2—z)+x cos? tdt - fO (2—z)+zu? puis
n=
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+oo
siz > 0alors Y an,a”

2
= —————arctan
n—0 Va(2—x)
+oo
Siz <0alors ) a,

n _ 2 =z
2 x —margth,/%m.

Exercice 68 : [énoncé]
n n . +m n n
a) Pour tout z € R, sinx = Z % donc #2E = nz() % pour z # 0.
Or z— Z ((%T)' est définie et de classe C*° sur R, cela permet de conclure.

b) Un ralbonnement semblable, permet d’établir que = — e$;1 se prolonge en 0 en

une fonction de classe C*° ne s’annulant pas. Par opération le prolongement

continue de x — % = Si;” i est C*°.

Exercice 69 : [énoncé]
“+o0 +oo

Pour tout ¢ € [0, 1] on sait : 1+t = Zo (—1)™t" donc aussi ﬁ = Zo (—=1)n¢ne,
n= n=

Soit F' une primitive de la fonction continue ¢ — H—% sur [0, 1].

+OO nagna
Sur [0,1[,F(t) = 3. S 4 F(0).
0

n=

Or F est continue sur [0,1] et la série de fonctions convergence uniformément sur
[0,1].

£ (Lqyn
= Z nat1 +F( )

Par passage a la limite en 1, F/(1)

1 +oo (—1)"
Par suite [ 1+ta =F(1)-F(0)= > 5
n=0
A 1 m (_1)’L 1 dt 1 dt T
On en déduit 20 1T = Jo i =In2et E 2n+1 =)o e =1
n=
Exercice 70 : [énoncé]
+o0 a1 n-1
w = Zl (1)% avec une convergence uniforme sur [0, 1] par majoration
n—=

du reste d’une série vérifiant le critere spécial On a alors

f01 In(Ltz) g Z fl S . (Gob L g Zl = 172”71. On peut montrer que cela
vaut 7T2/].2.

Exercice 71 [énoncé]

arctanL _ Z ( D'z n

a1 Avec une convergence uniforme sur [0, 1] par majoration du

reste d’ une serle vérifiant le critére spécial.
—+oo
1 arctan:c 1 ( D"z > — (=H™
o dz = Z o 1 AT = Zo @n+1)2
=

Valeur a l'aide des constantes usuelles, on I'appelle nombre de Catalan.

. On ne sait pas exprimer cette

Exercice 72 : [énoncé]
+oo _1)ng2ntl

arctanx = Y ( 31— avec convergence uniforme sur [0, 1] par majoration du
=0

n—=
reste d’une série Vériﬁant le critere spécial

B 1 (-1 2n+1 (-1)"
f arctanz dz = Z IN —a—d Z (2n+1)(2n+2)

1 iy
Par intégration par partles, fo arctanxdx =7 5

Exercice 73 : [énoncé]
a) En intégrant le développement en série entiere de sa dérivée, on obtient

+oo

. 1 2n)! o1
arcsinx = Z 1 (2”n!)2x
=0

avec un rayon de convergence R = 1.
Par la formule de Stirling

1 (2n)!
2n + 1 (27n!)?

1
O(nwz)

ce qui assure la convergence normale de la série de fonctions sur [—1,1].

b) D’une part
w/2 w/2 2
/ arcsin(sin(¢)) dt = / tdt = —
0 0 8

D’autre part, en intégrant terme a terme

+o0 /2
1 (2n)! . 2n41
Z:O T 17(27%!)2/0 sin (t)dt

car il y a convergence normale de la série de fonctions sur [0, 7/2].

/2
/ arcsin(sin(t)) dt =
0
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On connait l'intégrale de Wallis Or N
1
w/2 omy1)2 — InN+~v+o0(1
/ sin2+ (1) dt = 2" nz::l n W
0 (2n+1)!
donc
et on obtient donc N
i 2 Z[m(uﬂﬂy
R s SN
(2k+1)2 8 n=
k=0 .
o b) Puisque
' =1 X 1ox® _m( +1)_+w(—1)k1
g = —
Z k2 Z (2k)2 T Z (2k +1)2 n n b2 kon
k=1 k=1 k=0
donc on obtient
—+oo +oo
3 1 +00 400 (_1)k 1 +o0 (_1)k +00 400 (_l)k 1
ZZF ZQ!H—I V= = +2.> nk
k=1 k=0 s Bt ok i kom
puis or
Jrzoo 1 . w2 400 400 +oo +oo dx 1
_ =T <SS - <
i kzznzz Z / k:(k—l) >

Exercice 74 : [énoncé]
+oo (_1)k 1,k

In(1+u) = ) *~—— avec convergence normale sur [— |z|, |z|] donc
k=1

Z (—1)F~ 1wkbln2k

71'/2 In(14x sin® t)
sin? ¢

In(1 + zsin®t) = avec convergence normale sur [0,7/2]. Par

2n)!
(2mnh2 2

k—1 2k;
suite Z CEO 2 avee I, = fow/z sin?” tdt =

/2 In(14x sin® t)dt

1YE—1 42k 22«
puls f sin? ¢t Z = ) (Qk(l(k )1)')2 2" Or

1/2 1/2 -
\/m_ Z ( k )Cﬂk avec < k > - 2(2191)1]6(((;972]91)?))' d’ou
7(vV14+x—1).

/2 1n(1+wbm t)
i e g -

sin2 ¢

Exercice 75 : [énoncé]
a) Par télescopage

> [h-m(ied)

Y1
=Y~ —In(N+1)

n=1

donc on peut appliquer le théoreme d’échange de Fubini et affirmer

—+o00 +oo +oo +oo —+o0 k
(-1)
-y " w -
n=2 k=2 k=2 n=2 k=2
et enfin
+oo (_ +oo (_1)k
Y= )= <k
k=2 k=2 k=2
Exercice 76 : [énoncé]
+oo
a) Pour [z] <1, =725 = Y = Z 22", Par produit de Cauchy de séries
n=0 n=0
“+oo

absolument convergentes, =52 = 2 ant” avec
n=0

an = Card {(k,0) e N*/k + 20 =n} = [n/2] + 1.
b) Analyse :

Introduisons la série entiére Y u,a" de somme S et de rayon de convergence R.

n+3 n+3 n+3

Pour tout n € N, up 32 = Ups22™ 3 +up o
En sommant, on obtient pour |z| < R,
S(z) — (uo +ujx + uQ;vQ) =z (S(x) —ug — urx) + 22 (S(x) — up)

— Up T

— 235(z).
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On en déduit S( ) = uO(l(lt)x(lmT)Z) +ur= xz + U2(1 75)(21 72

Synthese : Considérons la fonction f : x — ug (1(1I;:(1xI)2) +ur wz + uo = w)(l )

f est une fonction rationnelle donc 0 n’est pas pole, elle est développable en série
entiére sur |—1,1][.

Puisque cette fonction vérifie la relation

f(@) = (uo + w1z + uex?) = x (f(x) — uo — 1) + 2% (f(z) — uo) —
coefficients u,, de son développement en séries entieres vérifient :

+oo +o0
Vo e ]-1,1], Z Upgzz™ T3 =

3

> (Ung2 + Ungr — up)2"™*
n=0

Par 1dent1ﬁcat10n des coefficients de séries entieres de sommes égales sur |—1, 1],

on obtient Vn € N, Uy 43 = Upqo + Upt1 —

Ceci détermine alors entierement la suite (un) moyennant la connaissance des

coefficients ug, u1, us.

Pour exprimer u,,, il ne reste plus qu’a former le développement en série entiere de

(-z-s?) _
—oa—n — !

23 f(z), les

=1- Eana:

- m
+o00
etm = Z anx"
En déduit que pour n >
impair et 0 sinon.

—+oo

_x > = Z x2n+1
n=0

2

3, Up = —UQGn_3 + U1ER + Usa,_1 avec €, = 1 si n est

Exercice 77 : [énoncé]
a) Si la série entiere S est de rayon de convergence R > 0, alors pour tout
z€]-R,R[ona

—+o0 +oo n
x) =agp+ g pprz" =142 g E App_pT"
n=0 n=0 k=0

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient
S(x) =1+ x5%(x)
b) Pour x # 0, on obtient, apres résolution

1++v1 -4z

S(z) = 5 pour z < 1/4
Posons ¢(z) tel que
S(a) 1+ 5(52\/1 — 4z
x

On a
2xS(x) —

Vv1—A4zx
La fonction € est continue sur |[—R,0[U]0, min(R, 1/4)[ et ne prend que les valeurs
—1 ou 1. On en déduit que cette fonction € est constante et puisque S converge
quand z — 07/, on peut affirmer que ¢ est constante égale & —1 car négative au
voisinage de 0.
Finalement

e(z) =

S(:L‘):il_\glx_w

c¢) Apres développement en série entiére de /1 — 4, on obtient

“+o0
\/ — 4z Z bnx

1 <2n>
b, =
n+1\ n

1—+v1-—4dx
2x

vérifie équation xT?(x) = T'(x) — 1, la reprise des calculs précédents (sachant
R > 0) assure que les coefficients b,, vérifient

et S(0) =1

avec

et R=1/4.
Puisque la fonction

T:x—~

bo=1,¥n € N,bpy1 = D bnibi
k=0

On en déduit a,, = b,, pour tout n € N car les conditions qui précedent
déterminent une suite de fagon unique.
d) Par la formule de Stirling

22n

NCEXE

Ay ~

Exercice 78 : [énoncé]

a) N(n,p) = <”> D(n - p).
p

b) D(n) < n! donc ‘Dr(l?)

< 1 qui implique R > 1
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On a E N(n,p) = n! donc Z Pl p),D(n —p) =1 d’on par produit de Cauchy

p=0
" f(z) = 7= puis f(z) = f z
TR 1t Y (=0t
c)f—m—zz 2™ donc D, —n'Z—pulsN(np) P
n=0k=0 k=0 k=0

d) EN(n.p) ——— A

n—+too Dle

Exercice 79 : [énoncé]

a) Une involution de {1,...,n} peut fixer 1’élément n ou non.

Il y a exactement I,,_; involutions de {1,...,n} fixant n.

Si une involution ne fixe pas n, elle ’échange avec un autre élément a de
{1,...,n—1}. 1 y a n — 1 valeurs possibles pour a, 'involution alors obtenue
envoyant n sur a et a sur n réalise aussi par restriction une involution sur
{1,...,n}\{a,n} : il y en a exactement (n —1)I,_o.

Au final, on obtient I, = I,,_1 + (n — 1)I,,_2

b) Une involution est bijective donc I,, < nl. Puisque I" =0(1l),onaR>1

+
o) (1+2)S@) = 3 Lram 4 z docgn =14 z Lnloct g —

n=0

1+ 5 Lo = (o),
d) La rebolutlon de l’équation différentielle linéaire, sachant S(0) = 1, donne
S(x) = evtae”,

.y 1.2 Lo1,.2 too n too 2n
Or e*T2% =e%e2? = Zo%! ZO% donne
n= n=

P
2p)!

Loy = 32 sty © L =

i 2p+1)!
2p—Fk) (p—k)(2k+1)! "
2 T (p— k)2 1)

Exercice 80 : [énoncé]

n
Posons b, = %%, ona by =1 et (n+1)byy1 = > by_xbr. Notons S la somme de
k=0

la série entiére Y b,2™ et posons R son rayon de convergence. Par récurrence, on
peut affirmer |b,| < 1 et donc R > 0. Sur |—R, R|[, la relation précédente donne a
S'(x) = S?(x). Apres résolution, sachant que S(0) = 1, on obtient S(z) =
d’ou l'on tire a, = n!.

Exercice 81 : [énoncé]
a) En posant Y = X — 1,
1 B 1
(X +1)m(X -1 Yr(Y +2)m

Pour Y € ]-1/2,1/2],

1 _ 1 1 _7Z—m(—m—1) Yr
Y +2m  2m (14 2y 2m k! ok

Apres simplifications
“+00 .,
(Y + 2)m pors om+k k

On en déduit que la partie polaire relative au pole 1 est

ag Ap—1 Ap—1

X-1 Y” Y
(—1)* <m+k1>
ar —
om-+k k

De méme, en posant Z = X + 1, la partie polaire relative au pdle —1 est

avec

bo bm,1 bO bmfl
m + -+ = — R

X+1 zm 7 7

(—1)" <n+ k— 1)
b =
on+k k
Enfin, puisque de partie entiere nulle, la fraction rationnelle étudiée est la somme

des deux parties polaires proposées.
b) En réduisant chaque partie polaire au méme dénominateur, on obtient

avec

(X =1 S be(X 4 1)
1 _ k=0 4 k=0
X+ (X — 1) X 1) X+ 1™

Par conséquent, on posant

m—1
Zak Fet V(X ZkaH
k=0

la poursuite de la réduction au méme dénominateur du calcul précédent donne

(X +1)"U(X) + (X - 1)"V(X) =1
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Exercice 82 : [énoncé]
a) Soit p € ]0, R[. La suite (a,p™) est bornée puisque |p| < R.

Pour tout z € C,
" 1 " 1 "
a1 () (L (2
n! nl \ p n! \ p

or, la série numérique exponentielle

1 P n
2 n! (p)
est absolument convergente donc, par comparaison, la série numérique » a,z"est

absolument convergente pour tout z € C.
Le rayon de convergence de la série entiere étudiée est +oo.

b) On a
+o0 a +o00 a
—xt __ nn —xt __ _ nyn_—xt
f(t)e - T;:O n' te - 7;:0 ffb(t) avec fn(t) - n| te

La série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, +oo].
Les fonctions f,, et la fonction ¢t — f(t)e”*! sont continues par morceaux sur
[0, +o00].

Les fonctions f,, sont intégrables sur [0, +-o00[ car t2 £, (t) P 0 et
— 1+ 00

+oo |an| +oo
/ |fu(t)| dt = —'/ t"e *t dt
0 n: Jo

Par intégration par parties généralisées successives

—+o0
tne—xt dt = n!
0 - xn+1

et donc

+oo aa)
| e = e

Si z > 1/R alors la série 3 |a,|/z"+! est convergente et, par le théoréme de
Fubini, on peut affirmer que la fonction ¢ — f(t)e™** est intégrable et

+oo > .
—xt o n
|-y

n=0

Exercice 83 : [énoncé]
a) On définit a et les éléments de la suite de fonctions

a:=1/2;
f:=(n,x)->product(1/(1-a"i*x),i=1..n);

On trace les graphes souhaités en prenant soin de fixer I’échelle en y
plot([seq(f(k,x),k=1..10)],x=-3..2,-2..5,color=red);

Il semble y avoir convergence de la suite avec croissance pour =z > 0 et
décroissance pour x < 0

b) fi00 est développable en série entiére sur |—1/a,1/a[ en tant que produit de
fonctions qui le sont.

Les coefficients de son développement en série entiere sont les coefficients de son
développement de Taylor.

Malheureusement un calcul explicite par les instructions

series

ou

taylor
n’est pas possible pour résoudre cette question. Inspiré par I’étude qui suit,
considérons figp(az). On a

100 101

1 1
flOO(a'x) - 11;[1 1— aitly - g 1— aiz
Ainsi 1
—ax
Froo(az) = 57— fro0(@)
puis

(1= a'2) figo(ax) = (1 — ax) fro0(x)
En introduisant la suites «,, des coefficients du développement en série entiere de
f100, la relation qui précede donne

n __ alOl n—1

ana a Op—1 = Oy — AQ—1 aVEC o = 1

On en déduit
n+100

a—a
1—an

Un calcul des coefficients «;, est dés lors possible, par exemple par récursivité

Qp = Qp—1



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 17 janvier 2011

Corrections 34

alpha:=proc(n)

if n=0 then RETURN(1)

else
RETURN((a-a~(n+100))/(1-a"n)*alpha(n-1))
fi;

end:

¢) Soit € I. Puisque pour tout n € N*, a™z < 1, on peut considérer

In (ﬂ . _1aix> = i —In(1—a'z)

i=1 =1

Puisque a'x —— 0, on a —1In (1 — aim) ~ a'z et puisque la série Y a’ converge,

1——+00
par équivalence de série a terme positifs, on peut affirmer la convergence de la

suite de terme général
N

Z —In (1 - aix)

i=1
On en déduit la convergence de

N

1
Hl—aim

=1

Ainsi la suite des fonctions f, converge simplement sur 1.
Puisque f,,(axz) = (1 — ax) fnt1(x), on obtient a la limite

flaz) = (1 - az)f(z)
d) Soit ¢ : I — R une fonction vérifiant
g(0) =1let Ve eI, g(ax) = (1 —azx)g(x)
Si cette fonction est continue au voisinage de 0 alors la relation

_ gylazx)
9(x) =1
donne par itération
9(x) = fa(z)g(a"2)
et donc par passage a limite g(z) = f(x) d’ott 'unicité d’une telle fonction.

Pour déterminer une solution développable en série entiére, procédons par analyse
synthese.

Analyse :
Supposons que g est au voisinage de 0 égal & la somme d’une série entiére | a,x"
de rayon de convergence > 0. g(0) = 1 donne ag = 1 et la relation
g(azx) = (1 — ax)g(x) donne a,a™ = ap — a,—1.
Ainsi la suite (a,) est déterminée par
a

ag=1etVneN, q, = 1 —Qlp—1
—a

Synthese :

Soit () la suite déterminée comme ci-dessus. Par la régle de d’Alembert, on
peut affirmer que la série entiere > v, z™ est de rayon de convergence R = 1/a.
De plus, par les calculs ci-dessus sa somme S vérifie S(0) =1 et

S(ax) = (1 — ax)S(z) sur |—-1/a,1/al.

En reprenant I’étude d’unicité qui précede, on peut affirmer que S est égale a f
sur |—1/a,1/al.

e) Ce qui précede vient de donner que f est développable en série entiére ainsi
qu’une relation permettant de calculer les coefficients de ce développement

alpha:=proc(n)

if n=0 then RETURN(1)

else
RETURN(a)/(1-a"n)*alpha(n-1))
fi;

end:

Exercice 84 : [énoncé]
a)

n
n+1

Up =

f) + / nt™ (£(t) — £(1)) dt

Soit € > 0. Il existe o > 0 tel que pour tout ¢t € [1 — o, 1], |f(t) — f(1)| < e.

On a alors
11—«

nt"dt + ¢

/ et (F(0) — F1) dt\ <2l [

Or 0170‘ nt" dt = ;55 (1 —a)"*t — 0 donc pour n assez grand

1
[ e - ) dt' <2

Ainsi u, — f(1).
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On peut aussi procéder au changement de variable u = t™.
b) On a
+oo _

( )k 1

nin(1+t")f(t) = %nt"kf(t)

ke Ml
[ s an< Ml

donc par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

1 +oo k—1 1
nln " = ET nk)t"k
/0 In(1 + ™) f(t) dt ;;:1 3 /0 (nk)t"™ f(t)dt

Puisque fol (nk)t" f(t) dt ——— f(1), on étudie

n—-4o0o

1 +oo k—1 +oo k—1 1
n B ()" (=1 )k B
/Onln(1+t Vf(t) dt f(l)]; = => 3 </0 (nk)t"™® f(t) dt f(1)>

k=1

Soit € > 0. Par I’étude qui précede, on a pour n assez grand

‘Vk € N*,/Ol (nk)t"™® (f(t) — f(1)) dt‘ <2

et donc
1 T q)k-1 o qyk-1
/Onln(1+t")f(t)dt—f(1)z(22 :Z( 22
k=1 k=1

On peut ainsi affirmer

+oo
v — f(1 Z k1:7T2f(1)
k=1

Exercice 85 : [énoncé]
Par développement en série entiere

! = (—1)F1 e
In(1+t")dt = / ~"Fdt
/0 e [ S

Al p—1

Pour n >

, il v a convergence de la série des intégrales des valeurs absolues donc

on peut donc intégrer terme a terme par le théoréme de Fubini

(1l + ") d
/On + ank+1

On a alors N N N
B D e
2 2
— k(nk+ 1) Pt k Pt k2 (nk +1)
avec
nk + 1) Z ER
donc
0 = (- 1>k !
n ln(l )t —
0 k=1
avec
+00 k 1 7T2
y T
k=1
car on sait

Exercice 86 : [énoncé]
Soit

somme de série entieére définie sur |—1,1].

X
2 x3n+1 -
11—z

n=0

donc
= 1 tdt

> mrrars =V (35) - %/Owgms

ce qui donne un résultat assez monstrueux :

2 1
9(/3)(— 3 \/garctan((g 3(2/3)—|—§) \/§)+6

fourni par Maple.

1 1
s nB)+2 In(3+31/3)43(2/3))

1
5 (=3 43)+
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Exercice 87 : [énoncé]
a) On a

ntp) _nmn-1)..(n-p+1) 1#
p .

donc le rayon de convergence de f vaut 1.
b) Sur |—1,1[ f est C™ et

n=1 p
Donc
+00 “+ o0 +o00
n+p+1 n +
(1—x)f’(ac):Z(n—|—1)< P )x”—Zn( p)m":Zanx"
n=0 p n=0 p n=0
avec
n+p+1 n+
anp =(n+1) P —-n P
p p
qui donne
n —+ n -+ n 4+
an=Mm+p+1) g Pl=w+1) P
p p p
Par suite

(1 —2)f'(x) = (p+1)f(2)

Les solutions de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1
(1-2)y =(p+1)y

sur |—1, 1] sont

avec C' € R.
Sachant f(0) = 1, on obtient

Exercice 88 : [énoncé]

a) T — ﬁ est développable en série entiére sur |—1, 1] et par suite

x +— arcsinx 1'est aussi. Par produit de fonctions développable en série entiére sur
]-1,1], f Pest aussi.

b) f est dérivable sur ]—1,1[ et f'(z) = 5 + {iog2ys7z donc

(1—=2*)f'(z) —af(z) = 1.

c¢) Puisque f est impaire, le développement en série entiére de f est de la forme

+oo too
x) = apz? . On a f'(z) = 2n + 1)a,z2" puis
f(@) ZO ) p
- +oo B +oo “+oo
(1 =22 f'(z) —xf(x) = >, 2n+ Da,z® — > 2n+ 1)a,2?" 2 - Y a,2?" 2
n=0 n=0 n=0
—+oo
puis (1 —22)f'(z) —zf(x) =ao+ >, (2n+ 3)ant1 — (2n + 2)a,)x*" T2 =1
n=0
Donc ag =1 et Vn € Nya,11 = EZigan d’ou a, = %

An41
An

_ 4(n+1)? B
= @n+3)@nt2) 1 donc R =1.

Exercice 89 : [énoncé]

f admet un développement en série entiére en 0 par produit fonctions
développables en série entiere.

De plus son rayon de convergence vérifie R > 1.

On peut donc écrire

+oo
f(x) = Zanw” sur |—1,1]
n=0
f est dérivable et f est solution de I’équation différentielle

(2 = 1)y +a2y—1=0

Or
+o00
(% = V)f @)+ wf ()~ 1= ~(an + 1)+ Y (nan 1~ (4 1) 2"
n=1
Par identification n
=-1 tV } ].7 n = n—
aq € n Ap+1 nt 1(L 1
De plus ag = f(0) = 7/2 donc
2p — 1 1 2p)! 2 2 2Ppl)?
%Z(p )XH.X*GO: (p)fetam_ i4 2. ~(2Pp)
2 2 (20p!)2 2 2p+1 3 (2p+1)!
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Exercice 90 : [énoncé]
a) f est solution de I’équation (1 — 22)y” — zy’ + o’y = 0.
b) f est solution de I’équation différentielle ci-dessus et vérifie les conditions
initiales y(0) = 1 et y’(0) = 0.
Analyse : Soit 3 a,a™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de
somme S.
La fonction S vérifie sur |— R, R[ I’équation différentielle proposée et les conditions
initiales imposées si, et seulement si,
2 2

ag = 1,0/1 =0etVn e N,an+2 = m
_ (4p°—a?)..(4=a%)

(2p)! )
Soit Y a,a™ la série entiére déterminée par les coefficients précédemment

proposés.
Dans le cas ol @ € 27Z, les (agp) sont nuls a partir d’un certain rang, donc la série
entieére Y a,z™ a un rayon de convergence R = +oc0.

On en déduit que agp+1 =0 et agy =

. 2 "
Dans le cas ol a ¢ 2Z, pour x # 0 et u, = azyz??, on a — |z|” donc la série

Up+1
Up

entiére > a,2™ a un rayon de convergence R = 1.

Dans les deux cas, les calculs qui précedent assure que la fonction somme de cette
série entiere est solution de I'’équation différentielle (1 — 22)y” — xy’ + o’y =0
vérifiant y(0) = 1 et y’(0) = 0. Par unicité des solutions & un tel probléme
différentiel, on peut conclure que f est égale a la somme des cette série entiere.

Exercice 91 : [énoncé]

Posons f : z — sh (arcsin x)

f vérifie I'équation différentielle (1 — 22)y” — 2y’ — y = 0 avec les conditions
initiales y(0) = 0 et y'(0) = 1.

Analyse :

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme S.

La fonction S vérifie sur |— R, R[I’équation différentielle proposée et les conditions
initiales imposées si, et seulement si,

ap=0,a1 =1letVneN a,4o = #an. Ceci donne ag, =0 et

) n+1)
[T (er-1+1)

k=1

Q2p+1 = " (gpT1)

Synthese :
Soit Y an,x™ la série entiere déterminée par les coefficients précédemment
proposés.
2
— |z|” donc le rayon de convergence

Pour z # 0 et up, = agp12*P™!; on a |22
de la série entiere étudiée vaut 1. Par les calculs qui précedent on peut alors
affirmer que sa somme S est solution de I’équation différentielle

(1 —2%)y” — 2y’ —y = 0 vérifiant les conditions initiales y(0) = 0 et 3/ (0) = 1. Par
unicité des solutions a un tel probleme différentiel, on peut conclure que f est la
somme des la série entiére introduite sur |—1, 1[.

Exercice 92 :
) +oo _1n
- nZO ( n!) !
(—1)"—*F 1
Z Z (n— k 'k'(2k+1) e,

f'(z) + 2z f(z) =1 donc f(z) =

[énoncé]

2
o fyet dt = 22+ donc

+oo 1
Z n!(2n+1)
n=0

2 2
e fow et dt =

E a,x" avec ag = 0,a; = 1 et

n=0
(n+ 2)ant2 + 2a, = 0.
_ —1)"4"n!
Donc aop = 0 et A2n+1 = ﬁagn_l = ((21717_"_41),”
. . . ) n 71)71,—k‘, (=1)"4"n! g,
Par identification : e RRERT) = @ngnr. dou

k=0

n n n
Z ((2k1+: <k> = ?271(211))21 = 4 o puis la relation voulue.
(2n+1) ( >
n

Exercice 93 : [énoncé]
a) On définit la suite u par une procédure récursive

u:=proc(n);
if n<=1 then RETURN(-1) else RETURN((n-1)*u(n-1)-n*u(n-2)) fi
end;

Si Pefficacité de cette procédure est discutable (cf. suite de Fibonacci), elle permet
de calculer facilement les 10 premiers de la suite (uy,)

seq(u(k),k=0..9);
b)

On a Uupt2z™ = (N + Dupt12" — nuya™ — 2u,x™
En sommant pour n allant de 0 & +00, on obtient
FRZUQEEQ = f/(2) — af' () — 2/ ()

Or f(0) = ug et f/(0) = uy.
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On parvient alors a ’équation différentielle
22 -1 f'(2)+ 222+ 1) f(x) = —-1—x
On résout cette équation.

dsolve (x"2* (x-1)*D(f) (x)+(2*xx"2+1) *f (x)=—1-x,f (X)) ;

La portion correspondant a la solution générale homogene n’est pas développable

en série entiere en 0 & cause du terme e~ /.
2
7 : ) D _ x°4+2x—1
On en déduit qu’a priori f(z) = —

Cette fonction rationnelle dont 0 n’est pas pdle est développable en série entiere.
Puisqu’elle est solution de I’équation différentielle proposée les coefficients de son
développement en série entiere vérifie la relation de récurrence proposée ainsi que
les conditions initiales imposées.

On peut aussi corroborer I'exactitude du développement par

series(—(x"2+2%x-1)/(x-1)"3,x=0,10);

c¢) On pose v, = “& et on vérifie

(n+2)(n+ 1vpta = (n+ Dnvpyr + (04 Dvpgr — (0 + 2)vy, ce qui conduit &
Péquation différentielle (1 — x)g”" (z) — (1 — x)g'(z) + 2g(z) = 0.

On résout celle-ci

dsolve ({(1-x)*D(D(g)) (x)-(1-x)*D(g) (x)+2*g(x) ,g(0)=-1,D(g) (0)=-1},g(x));
pour obtenir g(x) = (2% — 1).

Par le méme raisonnement que ci-dessus on valide la solution et on peut la
corroborer par Maple.



